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vRÉSUMÉ
Ce mémoire traite d’un projet visant à concevoir un système de mesure des coefficients
thermoélectriques du phosphore noir : la conductivité électrique, la conductivité thermique
et le coefficient Seebeck. Une grande partie est dédiée à l’explication de la provenance et des
implications des coefficients thermoélectriques, au développement du formalisme de l’équation
de transport thermoélectrique et à la comparaison entre les différentes méthodes de mesure
de conductivité thermique. Le montage détaillé dans ce document utilise une combinaison de
la méthode 3ω, une méthode électrique qui exploite la variation de la résistivité du matériau
avec la température pour en estimer le taux de diffusion de chaleur qui permet de mesurer
les conductivités, et d’un montage standard pour évaluer le coefficient Seebeck du phosphore
noir. La fonctionnalité de l’ensemble du système a été validé sur un fil de nickel et utilisé pour
caractériser un échantillon de phosphore noir. Le spécimen analysé par ce système présente
une conductivité électrique de 69 S/m, une conductivité thermique de 10.6 W/(K·m) et un
coefficient Seebeck de 250 µV/K, ce qui est cohérent avec les valeurs retrouvées dans la
littérature. Ce document aborde également l’impact d’un dopage en régime non dégénéré sur
le phosphore noir et admet qu’un poly-cristal dopé p pourrait atteindre un coefficient ZT de
0.015 à 300 K, qui demeure en-deçà de la valeur ZT ∼ 1 nécessaire pour avoir des dispositifs
utiles. La conception du montage physique et du protocole de mesure ouvre une voie vers
l’optimisation de l’efficacité thermoélectrique du phosphore noir par dopage ionique, en plus
de pouvoir servir de point de départ pour des recherches avancées sur le caractère magnéto-
thermoélectrique du phosphore noir, dont la théorie prédit une expression intéressante.
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ABSTRACT
This dissertation treats of a project consisting in measuring the thermoelectric properties
of black phosphorus : the electrical conductivity, the thermal conductivity and the See-
beck coefficient. An important part explains the physical considerations of thermoelectric
transport, develops its mathematical formalism and compares few methods of thermal con-
ductivity measurements. The setup explained in this document consists of a combination of
the 3ω method, an electrical method that exploits the variation of resistivity of a material
with temperature to approximate its heat diffusion rate and extract the conductivity prop-
erties, and a standard setup to evaluate the Seebeck coefficient of black phosphorus. The
system was validated on a nickel wire and used to characterize a sample of black phosphorus.
The specimen analyzed by this system has an electrical conductivity of 69 S/m, a thermal
conductivity of 10.6 W/(K·m) and a Seebeck coefficient of 250 µV/K, which are coherent
with values found in litterature. This document also deals with the impact of doping on the
thermoelectric coefficients in the non degenerate limit and results of numerical computation
predicts a maximal ZT coefficient of 0.015 with an appropriate p doping, which is below the
value of ZT ∼ 1 necessary to have useful devices. The physical system and its measurement
protocol opens a way towards the optimization of the thermoelectric efficiency of black phos-
phorus by ionic doping, as well as being a starting point to more advanced research on some
interesting magneto-thermoelectrical properties of black phosphorus predicted by theory.
vii
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1CHAPITRE 1 INTRODUCTION
1.1 Utilisation de l’énergie et pertes associées
L’utilisation de l’énergie est un sujet délicat pour beaucoup de sociétés industrialisées puis-
qu’elle met en jeu les intérêts environnementaux et économiques de la population. Selon les
données récoltées par l’Université de Sherbrooke [1], bien que la consommation d’électricité
per capita se soit stabilisée au Québec depuis le début des années 1990, la croissance de la
population ainsi que le transfert technologique de l’utilisation de pétrole vers l’utilisation
de ressources renouvelables nécessitera à l’avenir de plus grandes réserves électriques. Avec
l’arrivée imminente des voitures électriques dans le marché canadien, on peut s’attendre à
ce que les demandes sur les réseaux électriques se remettent à croître et qu’il faille investir
dans la production d’énergie ou bien que l’on réduise davantage la consommation domestique
et industrielle. Considérant que 80% de l’électricité utilisée au Canada sert à chauffer soit
l’air soit l’eau [2], il semble tout à fait raisonnable que l’on essaie de réutiliser une certaine
partie de la chaleur qui s’échappe des endroits chauds pour amortir les pertes énergétiques,
ce que les matériaux thermoélectriques permettraient de faire. Puisqu’ils permettent entre
autres de convertir un gradient de température en potentiel électrique, leur insertion dans des
secteurs comme l’automobile à autonomie entièrement électrique ou le chauffage domestique
permettraient d’améliorer leur efficacité éco-énergétique.
1.2 État actuel de l’utilisation des thermoélectriques
Les dispositifs thermoélectriques sont actuellement beaucoup utilisés en réfrigération sous la
forme de cellules à effet Peltier semblables à celle présentée à la figure 1.1. On les retrouve no-
tamment dans nombre de réfrigérateurs à vin puisqu’ils opèrent sur de petits volumes et sont
parfaitement silencieux, alors que les réfrigérateurs conventionnels utilisent habituellement
des compresseurs plus bruyants. Certains lasers à diode exploitent également les capacités
des cellules à effet Peltier puisqu’elles ont l’avantage de répondre rapidement à une impulsion
externe et de permettre un bon contrôle de température. Pour cette raison, elles sont aussi
populaires parmi les expériences scientifiques ou les processus industriels dont la stabilité de
la température est primordiale.
Le combat que vit l’industrie et la recherche qui se fonde sur les thermoélectriques ne se situe
pas dans la quête de nouveaux secteurs d’application, mais dans la découverte de matériaux
plus performants et aussi abordables que le tellurure de bismuth, qui est actuellement utilisé
2dans beaucoup de cellules commerciales. La performance d’un matériau thermoélectrique est
généralement qualifiée par une figure de mérite, le coefficient ZT , qui met en relation les
trois propriétés thermoélectriques fondamentales : la conductivité électrique, la conductivité
thermique et le coefficient Seebeck. Pour un composé comme le Bi2Te3, sa valeur peut varier
entre 0.2 et 1.5 selon la température et le dopage [3], alors que la demande actuelle requiert
un coefficient qui s’approche de 2. Certains chercheurs dans le domaine de la thermoélectri-
cité croient qu’un coefficient ZT rejoignant une valeur rapprochée de 3 sera plausiblement
atteignable dans le futur [4].
Figure 1.1 – Cellule à effet Peltier typique. Image titée de [5].
Bien qu’une portion de l’avenir énergétique vive dans la thermoélectricité, il est d’avis dans la
communauté scientifique que l’efficacité de conversion thermoélectrique ne sera jamais aussi
performante que les moteurs à vapeur ou à combustion que l’on connait aujourd’hui [6]. La
théorie ne prédit pas une limite au coefficient ZT , mais les valeurs requises pour atteindre les
performances des autres générateurs utilisés aujourd’hui sont beaucoup plus élevées que celles
que l’on croit pour atteindre un jour. À titre comparatif, pour qu’un générateur thermoélec-
trique performe aussi bien qu’une centrale au charbon, son coefficient ZT devrait être d’au
moins 20, ce qui est au-delà de toute attente. L’objectif des dispositifs thermoélectriques n’est
cependant pas d’agir en tant que générateur primaire d’énergie comme ce genre de centrale,
mais plutôt de récupérer une fraction de l’énergie qui est perdue sous forme de chaleur : ils
visent à améliorer l’efficacité énergétique des processus générateurs de chaleur.
Du point de vue de la physique du solide, obtenir des valeurs suffisamment hautes du co-
efficient ZT pour rendre significativement intéressants les générateurs thermoélectriques à
l’industrie de l’énergie ne semble pas réalisable à long terme. En effet, chaque incrément à
3la figure de mérite thermoélectrique demande d’importants efforts technologiques qui sont
rarement à la hauteur des bénéfices. On peut toutefois contourner indirectement cette dif-
ficulté en faisant un travail d’ingénierie qui optimise les performances de génération ou de
réfrigération des dispositifs thermoélectriques. Le principe de fonctionnement généralement
observé consiste en une alternance de matériaux semi-conducteurs dopés n et dopés p pla-
cés électriquement en série. Une limite actuelle repose sur les dimensions que chacun de ces
semi-conducteurs peuvent prendre : la structure cristalline et les forces inter-atomiques ne
permettent pas à tous les matériaux d’être réduits vers des dimensions atomiques et ceux qui
le peuvent ne sont pas toujours de bons candidats thermoélectriques, par exemple le graphène
et sa phénoménale conductivité thermique [7]. Le récent renouveau de l’intérêt scientifique
au phosphore noir, un matériau à structure bi-dimendionnelle similaire au graphène qui a
été synthétisé pour la première fois il y a un peu plus de cent ans, semble tout désigné pour
décupler les capacités thermoélectriques des cellules qui sont aujourd’hui manufacturées [8].
Avec la découverte de nouvelles méthodes d’exfoliation pour produire des échantillons avec
une faible quantité de couches [9, 10] et les recherches réalisées pour comprendre les effets
observés sur ces exfoliations [11], encore beaucoup de travail sera nécessaire pour évaluer
jusqu’où s’étend le pouvoir thermoélectrique du phosphore noir.
1.3 Principe de fonctionnement des générateurs thermoélectriques
Les générateurs thermoélectriques reposent fondamentalement sur la différence des propriétés
de transport entre un semi-conducteur qui est dopé n - par un agent qui donne des électrons
au système - et un autre dopé p - qui retire des électrons au système. Le dispositif est composé
d’une importante quantité de canaux dopés n et dopés p qui sont électriquement reliés en
série. On expose une face à une température élevée et l’autre à une température plus basse.
Lorsqu’une charge est mise en contact avec le dispositif, la différence de température pousse
préférentiellement les porteurs de charge dans le système et on est capable d’en extraire de
l’énergie sous forme électrique.
Les figures 1.2 et 1.3 accompagnent cette introduction aux générateurs thermoélectriques.
Lorsqu’un gradient de température est appliqué à un canal dopé n, les électrons chauds
diffusent plus rapidement que les électrons froids, ce qui amène une différence de concentration
entre les deux extrémités du canal. Par le principe de symétrie entre l’électron et le trou, ce
sont ces derniers qui s’accumulent du côté froid du canal dopé p.
Lorsque le générateur n’est pas relié à une charge (figure 1.3.a), ces accumulations de charges
négatives et positives se traduisent par l’émergence d’une différence de potentiel électrochi-
mique sans transport de charge, à la manière d’un accumulateur en régime permanent : la
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Figure 1.2 – Paire de canaux d’un générateur thermoélectrique. L’accumulation de
charges à l’extrémité froide de chaque canaux génère une différence de potentiel qui
peut être balancée par un transport électronique lorsque le dispositif est relié à une
charge.
force de diffusion électrochimique est contre-balancée par la force de diffusion par gradient de
température. Au moment où le générateur est mis en contact (figure 1.3.b) avec une charge
extérieure, la différence de potentiel électrochimique du premier au dernier canal au-travers
du dispositif doit être la même que celle au-travers de la résistance puisqu’aucune charge
électronique ne circule à ce moment. Les deux extrémités de la résistance sont à ce moment
au même potentiel chimique, la différence de potentiel électrochimique ne peut donc être
causée que par un champ électrique. Ce champ attire alors des charges sous la forme d’un
courant électrique qui alimente le dispositif : on est capable d’en extraire efficacement de
l’énergie (figure 1.3.c).
Les paramètres qui qualifient de bon ou de mauvais un matériau thermoélectrique peuvent
être phénoménologiquement compris en inspectant les critères qui permettent de retirer la
quantité optimale de puissance à différence de température égale. D’abord, comme il vient
tout juste d’être discuté, on veut que la différence de potentiel électrochimique entre les extré-
mités du dispositif soit maximale pour que le champ électrique qui circule dans la résistance
de charge soit important. Ce besoin s’associe à la nécessité d’avoir un coefficient Seebeck
élevé - une propriété thermoélectrique qui est définie comme le rapport entre la différence de
potentiel et la différence de température qui engendre ce gradient de potentiel. Pour faciliter
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∆V = −S∆T
∆V = 0
Zl
(b)
∆V = −S∆T
∆V = 0
Zl
(c)
∆V = R0I − S∆T
∆V = −(R0I − S∆T )
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Figure 1.3 – Générateur thermoélectrique en régime de transition électrique. (a)
Le gradient de température est appliqué au dispositif thermoélectrique, mais le cir-
cuit ouvert empêche l’apparition d’un flux de charge au-travers de l’impédance de
charge Zl. (b) À l’instant où les deux dispositifs sont mis en contact , la différence
de potentiel aux bornes de l’impédance de charge est nulle alors que l’effet Seebeck
en génère une non nulle entre les extrémités du dispositif thermoélectrique, ce qui
génère un champ électrique au-travers de la charge. (c) Ce champ entraîne le dé-
placement de charge dans le circuit, qui par continuité de transport se traduit par
un courant électrique dans le système.
le transport d’électrons dans l’impédance de charge, on recherche aussi à ce que le dispositif
ait une bonne conductivité électrique pour que l’effet d’entonnoir qu’il présentera sur les
charges soit limité. Pour terminer, on souhaitera également que la différence de température
entre les deux faces du dispositif soit exploitable le plus longtemps possible pour extraire
une grande quantité d’énergie, il faut donc que le matériau soit un mauvais conducteur ther-
mique. En effet, un générateur thermoélectrique transmettant trop bien la chaleur mettrait
rapidement en équilibre thermique les systèmes chauds et froids et aucune énergie ne pourrait
être bien longtemps extraite du gradient de température. Cet ensemble de caractéristiques
est généralement exprimé selon une figure de mérite, le coefficient ZT , qui qualifie les capaci-
tés thermoélectriques des matériaux. La définition usuelle ZT = σS2T/κ permet de qualifier
les performances thermoélectriques des matériaux, où σ est la conductivité électrique, S le
coefficient Seebeck, T la température et κ la conductivité thermique.
1.4 Phosphore noir
Tel que mentionné précédemment, le système de mesure qui est développé dans ce mémoire
est conçu spécifiquement pour être capable de caractériser des échantillons de phosphore
noir ; il est donc primordial d’aborder ce en quoi consiste ce matériau afin d’en comprendre
l’intérêt.
Le phosphore noir est un allotrope du phosphore que l’on peut croître en laboratoire en
6appliquant une pression hydrostatique de 13 000 kg/cm3 sur du phosphore blanc (un autre
allotrope du phosphore) et en chauffant le système à 200 ◦C, tel que décrit par Bridgman [12].
La transition de phosphore blanc à noir se fait rapidement après quelques minutes dans ces
conditions avec une diminution marqué du volume. Cette méthode produit un lingot duquel
peut être extrait des échantillons de phosphore noir multi-couches, qui sont essentiellement
des empilements de feuilles de phosphorène.
4.43 Å
3.27 Å
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Figure 1.4 – Structure cristalline de la mono-couche de phosphorène. Valeurs des
constantes de maille tirées de [13].
Pour bien distinguer les différentes formes macroscopiques du phosphore noir, certains termes
doivent être définis. La mono-couche, ou le 2D-phosphane, désigne une seule couche de phos-
phore noir, dont la structure cristalline est présentée à la figure 1.4. Le phosphore noir
multi-couches, aussi appelé phosphorène, est un empilement plus ou moins important de
mono-couches dont les axes d’anisotropie sont tous alignés. Les multi-couches sont générale-
ment retrouvés sous une forme de très mince prisme rectangulaire. Le phosphore noir massif
(bulk) est un amas de multi-couches dont les axes cristallographiques a et c sont disposés
aléatoirement les uns par rapport aux autres, ce qui atténue le caractère anisotrope selon ce
plan.
La structure de ces multi-couches qui forment la masse présente de remarquables propriétés
anisotropes. En effet, la configuration particulière de chacun des atomes dans une maille en-
traîne deux axes principaux d’arrangement atomique : l’axe escalier (axe c de la figure 1.4)
et l’axe zig-zag (axe a). La grande différence cristallographique entre ces deux axes engendre
une anisotropie très importante des propriétés thermoélectriques du phosphore noir, ce qui
le rend particulièrement intéressant. L’empilement pour former des ensembles multi-couches
se fait plutôt selon l’axe b. Par-dessus cette particularité, une des caractéristiques les plus
7importantes concerne la relation entre les différentes constantes thermoélectriques de ce ma-
tériau hors du commun. En effet, la combinaison de son pouvoir thermoélectrique (335 µV/K
[14]), sa grande conductivité électrique (∼100 S/m [15]) et sa faible conductivité thermique
(∼ 10 W/(K·m) [16]) lui procure un coefficient ZT à température pièce de 3.367 × 10−4.
Celui-ci peut être grandement augmenté pour un ensemble multi-couches avec un dopage n
approprié pour atteindre jusqu’à une valeur théorique de 0.22 en régime dégénéré selon la
direction a, alors que pour un ensemble mono-couche, un coefficient similaire est obtenu selon
l’axe c avec un différent dopage [17]. À titre comparatif, le cristal de SnSe, un des meilleurs
matériaux thermoélectriques connu à ce jour, peut atteindre un coefficient ZT de 2.6 [18].
Bien qu’il y ait un peu plus d’un ordre de grandeur entre ces deux coefficients, le phosphore
noir a l’avantage de se présenter sous une forme beaucoup plus compacte que l’autre cristal ;
on peut alors exploiter bien plus efficacement ses propriétés thermoélectriques d’un point de
vue technologique.
Beaucoup de résultats publiés concernant le phosphore noir viennent d’analyses numériques,
alors que les résultats expérimentaux sur des échantillons réels sont encore peu abondants
dans la littérature. Une meilleure connaissance de la réponse réelle du phosphore noir aux
différentes conditions expérimentales permettrait de vérifier si les modèles théoriques uti-
lisés jusqu’à aujourd’hui sont valides. De plus, l’importante anisotropie du phosphore noir
le rend très intéressant pour étudier les phénomènes magnéto-thermoélectriques des semi-
conducteurs.
Plusieurs conférences et articles de magazines scientifiques qualifient le phosphore noir de
"nouveau graphène" [20, 21, 22], entre autres parce que l’on voit aujourd’hui dans la culture
scientifique le même engouement qui a été observée dans le début des années 2000. Bien que
les deux matériaux se présentent sous la forme de mono-couches et qu’ils sont tous les deux
semi-conducteurs, il me semble un peu exagéré de comparer côte à côte le phosphore noir et
le graphène pour plusieurs raisons. D’abord, le graphène a gap presque nul alors que le gap
théorique du phosphore noir est beaucoup plus important : 1.51 eV pour une mono-couche,
0.31 eV pour le matériau massif [23]. La mono-couche de carbone est aussi beaucoup plus
remarquable d’un point de vue de conductivité thermique (5000 W/m·K [24]) que la mono-
couche de phosphore noir (10 à 20 W/m·K). C’est toutefois cet ensemble de différence entre
leurs propriétés physiques qui confère un tel intérêt scientifique à ce matériau redécouvert.
Un graphique de la capacité thermique molaire du phosphore noir est présenté à la figure
1.5. Il est à remarquer que la fin de la croissance de la chaleur spécifique avec la température
se situe autour de la température pièce, ce qui suggère une température de Debye cohérente
avec la valeur de 278.66 K rapportée dans la littérature [25]. La figure 1.6 affiche la courbe
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Figure 1.5 – Capacité thermique molaire du phosphore noir en fonction de la tem-
pérature. Graphique tiré des valeurs tabulées de [19]
Figure 1.6 – Conductivité thermique du
phosphore noir en fonction de la tempéra-
ture. Graphique tiré de [16].
Figure 1.7 – Conductivité électrique de
trois échantillons de phosphore noir en
fonction de la température. Graphique tiré
de [15].
9Tableau 1.1 – Récapitulatif des propriétés physiques importantes du phosphore noir
à 300 K retrouvées dans la littérature.
Propriété Valeur Unité Source
Thermoélectrique
Conductivité thermique 10 W/(K· m) [16]
Conductivité électrique 67 S/m [15]
Coefficient Seebeck 335 µV/K [14]
Coefficient ZT 3.367× 10−4 - -
Chaleur spécifique molaire 21.46 J/(K·mol) [19]
Densité massique 2.69 g/cm3 [15]
Capacité calorifique 1.86 J/(K· cm3) -
Diffusivité thermique 5.376 mm2/s -
Température de Debye 278.66 K [25]
Structure de bande
Bande interdite 0.31 eV [23]
Masse effective moyenne des e− 0.22 me kg [26]
Masse effective moyenne des h+ 0.24 me kg [26]
Mobilité des électrons 220 cm2/V·s [26]
Mobilité des trous 350 cm2/V· s [26]
de la conductivité thermique du phosphore noir à différentes températures et celle d’une
chaine linéaire (monatomic) de phosphore ayant les mêmes constantes de rappel. La figure
1.7 présente quant à elle la conductivité électrique du phosphore noir entre 70 K et 675 K, où
la transition entre le régime extrinsèque et le régime intrinsèque de conduction est clairement
observé.
1.5 Objectifs
Les objectifs de ce projet de maîtrise sont les suivants :
— développer le formalisme de l’équation de transport thermoélectrique ;
— développer un montage expérimental afin de mesurer la conductivité thermique, la
conductivité électrique et le coefficient Seebeck de matériaux thermoélectriques ;
— établir un protocole expérimental pour effectuer ces mesures efficacement, avec ses
recommandations et ses mises en garde ;
— utiliser ce système de mesure pour caractériser le phosphore noir ;
— estimer numériquement les propriétés du coefficient ZT du phosphore noir dopé.
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1.6 Organisation du mémoire
Ce mémoire est présenté en six chapitres. Suivant cette première introductive, la deuxième
étale et développe les constantes et équations primordiales à la compréhension du phéno-
mène thermoélectrique. Au troisième chapitre, différentes méthodes de mesure de conducti-
vité thermique sont proposées. Le quatrième chapitre détaille la stratégie visée pour mesurer
les constantes thermoélectriques du phosphore noir. La cinquième partie relate la validation
sur un fil de nickel du montage de la méthode 3ω faite et présente les résultats obtenus sur
un échantillon de phosphore noir. Elle comprend aussi une étude des différentes propriétés
thermoélectriques et du coefficient ZT lorsqu’un dopage ionique est appliqué en régime non
dégénéré. Une étude du coefficient ZT maximal pouvant être obtenu en régime non dégénéré
entre 300 K et 460 K y est aussi présentée. La dernière partie conclue ce mémoire en faisant
la synthèse des travaux qui ont été réalisés, en détaillant les améliorations qui permettraient
d’enrichir la qualité des montages et en proposant des utilisations futures au système de
mesure.
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CHAPITRE 2 THÉORIE
Dans ce chapitre, les propriétés importantes des thermoélectriques nécessaires à la com-
préhension du problème sont détaillées. En premier, les équations à la base des constantes
thermoélectriques sont développées et définies plus loin dans le cas des métaux et semi-
conducteurs, respectivement. Ce chapitre fait ensuite la dérivation de l’équation de transport
thermoélectrique, qui couple rigoureusement le transport de charge avec le transport de cha-
leur, se termine par une courte discussion de l’effet du dopage sur les propriétés de transport.
2.1 Constantes thermoélectriques
L’équation de Boltzmann est le fondement de tous les phénomènes de transport observés
d’un point de vue macroscopique. Elle relie la diffusion, la dérive et les collisions dans un
système de particules. Linéarisée, cette équation est formulée [27]
∂f
∂t
+ v(k) · ∇rf + F
h¯
· ∇kf =
(
∂f
∂t
)
s
, (2.1)
où f = f(r,k, t) est la fonction de distribution dans l’état perturbé, v = v(k) est la vitesse de
la particule d’état k et F = F(r, t) est le champ de forces appliqué au système. Les opérateurs
∇r et ∇k réfèrent aux gradients dans les espaces r et k, respectivement. Le premier terme
désigne le taux de variation de la fonction de distribution ; le second, la diffusion ; le troisième,
la dérive. Le dernier terme représente la diffusion interne entre les états d’énergie dues aux
collisions, dont l’expression générale pour un système d’électrons en d dimensions est
(
∂f
∂t
)
s
=
(
L
2pi
)d ∫
d3k′ {f(k′) [1− f(k)]wkk’ − f(k) [1− f(k′)]wk’k} , (2.2)
où wkk’ est le taux de transition entre les états calculable à partir de la règle d’or de Fermi.
Chaque facteur devant ces taux de transition les pondère par la quantité d’électrons dans
l’état initial et par l’absence d’électron dans l’état final, puisque le principe d’exclusion de
Pauli ne permet pas que deux particules se retrouvent dans le même état au même endroit.
Pour simplifier l’équation de Boltzmann linéarisée, qui peut être très laborieuse à évaluer, on
approxime généralement ce terme de diffusion dans l’approximation du temps de relaxation,
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(
∂f
∂t
)
s
≈ −f(r,k, t)− f0(r,k)
τ(r,k) , (2.3)
c’est-à-dire que l’on suppose que le système tend à retourner vers sa distribution statistique
non perturbée, celle de Fermi-Dirac, selon un temps caractéristique à l’état. La distribution
locale de Fermi-Dirac en énergie ε d’un système à potentiel chimique µ élevé à température
T s’exprime :
f0(r,k) =
[
exp
(
ε(k)− µ(r)
kBT (r)
)
+ 1
]−1
. (2.4)
En régime permanent, on peut résoudre cette équation au premier ordre pour une faible
perturbation de la statistique initiale, c’est à dire en posant que f(r,k) ≈ f0(r,k) + δf(r,k).
La solution s’exprime par :
f(r,k) = f0(r,k)− τ(r,k)v(k) · ∇rf0(r,k)− τ(r,k)F
h¯
· ∇kf0(r,k)
= f0(r,k)− τ(r,k)v(k) ·
[
∂f0
∂T
∂T
∂r +
∂f0
∂µ
dµ
dr
]
− τ(r,k)F
h¯
· ∂f0
∂ε
∂ε
∂k
= f0(r,k) + τ(r,k)
∂f0
∂ε
[
v(k) ·
(
∇µ+ ε− µ
T
∇T
)
− F
h¯
· ∂ε
∂k
]
,
(2.5)
dans laquelle on désigne l’opérateur de gradient spatial ∇r par ∇ pour alléger la représenta-
tion. De cette expression et de la définition d’une densité de flux, on peut calculer deux types
de flux, à savoir la densité de flux de charge et la densité de flux de chaleur. En sachant que
v(k) = 1
h¯
∂ε
∂k , on exprime d’abord l’équation de la densité de flux électronique :
je = −|e|
∫
d3k(f0(r,k) + δf(k))v(k)
=
[
−|e|
∫
d3k τ(r,k)ε− µ
T
v(k) ◦ v(k)∂f0
∂ε
]
∇T +
[
|e|
∫
d3k τ(r,k)v(k) ◦ v(k)df0
dε
F(k)
]
,
(2.6)
où l’intégrale sur f0(r,k) s’annule par symétrie. L’opération (·◦ ·) réfère au produit dyadique.
Les composantes du tenseur w produit par l’opération de produit dyadique (u ◦ v) est définie :
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w = (u ◦ v) = ∑
i,j
uivje†iej ⇒ wij = uivj, (2.7)
où ei réfère au vecteur de base de la direction i. Cette formulation permet une forme compacte
à la notation tensorielle.
En thermoélectrique traditionnelle, on admet généralement que la seule force agissant sur
le système provient d’un gradient de potentiel électrique, c’est-à-dire que F = |e|∇V . No-
tons que le modèle linéarisé et la solution déterminée au premier ordre n’admettent pas
qu’une force magnétique puisse affecter le système. Pour calculer l’effet de la force de Lo-
rentz produite par le champ magnétique, la correction au deuxième ordre doit être calculée
[28]. Puisque la force est indépendante du vecteur d’onde dans ce cas, la densité de flux de
charge je s’exprime :
je = −
[
|e|
∫
d3k τ(r,k)ε− µ
T
v(k) ◦ v(k)∂f0
∂ε
]
∇T
−
[
|e|
∫
d3k τ(r,k)v(k) ◦ v(k)∂f0
∂ε
]
∇µ¯
≡ −L12 (∇T/T ) +−L11 (∇µ¯/q) .
(2.8)
Les tenseurs Lij sont des matrices 3× 3 dont les indices représentent les composantes de la
matrice de matrice de transition de l’équation (2.10). On peut faire le même raisonnement
avec la densité de flux de chaleur jq :
jq =
∫
d3k f(k)v(k)(ε(k)− µ(r))2
=
[∫
d3k τ(r,k)ε− µ
T
v(k) ◦ v(k)∂f0
∂ε
]
∇T
+
[
|e|
∫
d3k τ(r,k)v(k) ◦ v(k)(ε(k)− µ)∂f0
∂ε
]
∇µ¯/q
≡ −L e22 (∇T/T ) +−L21 (∇µ¯/q) ,
(2.9)
qui permet d’écrire l’équation matricielle du transport thermoélectrique (ETT)
 je
jq
 =
 L11 L12
L21 L22
 −∇µ¯/q
−∇T/T
 (2.10)
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qui régit tous les phénomènes thermoélectriques du premier ordre. Cette matrice, alterna-
tivement appelée le tenseur thermoélectrique et dénotée L, comprend entre autres le terme
L22 qui englobe par la contribution des électrons L
e
22 et la contribution des phonons L
ph
22 .
Plusieurs hypothèses ont été posées pour simplifier le problème et il semble important de les
spécifier. D’abord, l’ETT sous cette forme omet l’effet du champ magnétique sur les densités
de flux, alors qu’il devrait y en avoir un, sans quoi les mesures par effet Hall ne pourraient pas
être réalisées. Ensuite, elle suppose une symétrie parfaite entre les électrons de différents spins,
donc que ceux-ci sont sujets aux mêmes contraintes physiques et qu’ils sont également affectés
par des perturbations du système. Par un traitement similaire à celui présenté précédemment,
il serait aisé d’inclure des effets de transport dépendant du spin, mais compte tenu que le
phosphore noir est diamagnétique [26], ce traitement n’est pas nécessaire. Finalement, l’ETT
n’est valide que pour des petites perturbations dans les fonctions de distribution, c’est-à-dire
que les gradients de potentiel électrochimique et de température doivent rester de petites
variations pour que la linéarisation soit justifiée.
Les prochaines sous-sections expriment les quatre propriétés thermoélectriques en fonction
des différents composants Lij, qui sont tous exprimés sous la forme du rapport entre deux
vecteurs. Pour exprimer les rapports de cette section sous une forme compacte mais rigoureuse
dans le contexte de tenseurs, on admettra que l’opération derrière la division d’un vecteur
avec un autre est
x = Ay⇒ A = (x ◦ y) (y ◦ y)−1 ≡ xy , (2.11)
ce qui permet d’extraire explicitement la contribution de composants hors-diagonaux à l’in-
térieur les tenseurs.
2.1.1 Conductivité électrique
La conductivité électrique telle que définie par la loi d’Ohm s’exprime par
σ = − je∇V
∣∣∣∣∣∇T=0 (2.12)
Le terme ∇V réfère au gradient de potentiel électrique dans les termes couramment employés
dans le domaine de l’électrique, alors que d’un point de vue physique il englobe également le
potentiel chimique. On admettra alors plus rigoureusement que ∇V = ∇µ¯/q. En comparant
(2.12) avec l’équation de l’ETT (2.10), on isole alors le tenseur de conductivité électrique,
qui est donné par
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σ ≡ L11. (2.13)
2.1.2 Coefficient Seebeck
Le coefficient Seebeck est défini
S = ∇µ¯/q∇T
∣∣∣∣∣
je=0
= −(L11)
−1L12
T
(2.14)
et se traduit comme étant le rapport entre le gradient de potentiel électrochimique développé
entre deux bornes à différentes températures lorsque aucun courant électrique ne circule entre
elles.
2.1.3 Coefficient Peltier
Le coefficient Peltier est défini par
Π = − jqje
∣∣∣∣∣∇T=0 = −L21L
−1
11 (2.15)
et réfère au même rapport que le coefficient Seebeck, mais dans le cas où il n’y a pas de
courant de chaleur entre les bornes. De plus, le coefficient Peltier est relié au coefficient
Seebeck par la relation de Kelvin pour les processus thermodynamiques irréversibles Π = ST
[29]. Cette relation n’est cependant pas conservée lorsqu’un champ magnétique est appliqué ;
davantage de détails se retrouvent en annexe C.
2.1.4 Conductivité thermique
On définit généralement la conductivité thermique des matériaux comme étant le rapport
entre la densité de flux de chaleur et le gradient de température selon la loi de Fourier,
c’est-à-dire
jq = −κ∇T, (2.16)
or cette formulation dans un contexte de transport thermoélectrique peut être interprété
de deux manières différentes, puisqu’un courant de charge transporte lui aussi une quantité
de chaleur et devrait donc participer à cette conduction thermique. On définira alors deux
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termes, κ qui est le rapport lorsque le flux de charge est immobile et κ∗ lorsqu’aucune force
est appliquée sur le système, c’est-à-dire que
κ = − jq∇T
∣∣∣∣∣
je=0
κ∗ = − jq∇T
∣∣∣∣∣∇µ¯=0 .
À partir de l’ETT (2.10), on détermine que

κ =
L21
(
L11
)−1 L12 − L22
T
≡ κdiff. − κdrift
κ
∗ = −L22
T
≡ κdiff.
(2.17)
Ces deux représentations de la conductivité thermique dépendent grandement des condi-
tions expérimentales. Si le système présentant un gradient de température est situé dans un
environnement d’où aucune charge ne peut être versée ou puisée - par exemple une barre
métallique suspendue sur deux supports isolants à différentes températures - la diffusion de
chaleur se fera plutôt sur κ, puisqu’aucune charge ne peut circuler dans le système sans en-
freindre l’équation de continuité. Par contre, si le système peut transférer des charges avec
son environnement - la barre métallique supportée par deux supports conducteurs - alors le
flux de charges contribuera également à transporter la chaleur et la conductivité thermique
effective se fera sur κ∗.
Plus spécifiquement, κ∗ correspond à un transport de chaleur complètement diffusif, où les
électrons chauds diffusent vers les zones froides. On dénotera alors κ∗ = κdiff.. Quant à κ, la
diffusion contribue également à la conduction, mais le gradient de potentiel électrochimique
formé par l’absence de densité de flux de charge amène également une dérive des électrons
dans le système, de sorte que la conductivité thermique effective dans ce cas est dénotée
κ∗ = κdiff.−κdrift. D’un point de vue pratique, ce sont les conditions expérimentales qui éta-
bliront quelle conductivité thermique est effectivement mesurée. Avec les représentations des
différents tenseurs Lij définis par les autres propriétés thermoélectriques, on peut démontrer
que
κ = κ∗ − ΠσS = κ∗
(
1− Z∗T
)
, (2.18)
où le coefficient Z
∗
T est la figure de mérite thermoélectrique sans gradient électrochimique
définie à la section 2.1.5. Dans ces conditions, les composantes du coefficient Z
∗
T sont phy-
siquement limitées par une valeur maximale de 1 puisque la conductivité thermique doit être
strictement positive.
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La conductivité thermique par diffusion comprend la contribution du transport réalisé par les
électrons et par les phonons. Que le matériau soit un métal, un semi-conducteur ou un isolant
électrique, la contribution électronique a des comportements qui diffèrent (voir sections 2.4
et 2.5 pour des détails sur les deux premiers cas), alors que la contribution des phonons
n’est pas affectée par la structure de bande électronique ; la compréhension du transport par
vibrations du réseau est donc généralisable pour la plupart des systèmes.
La contribution des phonons à la conductivité thermique peut être dérivée de manière simi-
laire à celle des électrons, à la seule différence que la statistique d’énergie doit être celle de
Bose-Einstein plutôt que celle de Fermi-Dirac. Par une démarche phénoménologique, cette
contribution en d-dimensions est aussi exprimée en produits de constantes
κph =
1
d
cvλp ◦ vs = −L
ph
22
T
. (2.19)
Plus spécifiquement, il s’agit de la quantité d’énergie par unité de volume cv qui est portée à
vitesse du son vs sur un libre parcours moyen λp = vsτ , où τ est le temps moyen entre deux
collsions. Le facteur 1/d pondère ce transport par la dimensionalité (d = 1, 2, 3) du système
[29].
2.1.5 Coefficient ZT
Le coefficient ZT est un ratio de constantes thermoélectriques qui qualifie le niveau de per-
formance d’un matériau thermoélectrique. La formulation scalaire conventionnelle de ce co-
efficient avec une conductivité thermique effective κeff. est
ZT = σS
2T
κeff.
, (2.20)
mais cette représentation ne considère pas rigoureusement les deux modes de conduction de
chaleur discuté à la section 2.1.4, qui ont chacune un impact différent sur le coefficient ZT
effectif du matériau. En terme de composants scalaires du tenseur L, la figure de mérite
anisotrope diagonale avec une conduction thermique purement diffusive (κdiff.) s’écrit
Z
∗
T = −
(
L12
)2 (L11L22)−1 = ΠσST (κ)−1 ≡ σS2T (κ∗)−1 , (2.21)
où l’égalité est obtenue de la relation de Kelvin et met en jeu toutes les constantes thermo-
électriques importantes.
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Celui comprenant également la dérive des électrons (κdiff. − κdrift) se détaille
ZT = −L11
(
L −111 L12
)2 (
L21L
−1
11 L12 − L22
)−1
= Z
∗
T
(
I − Z∗T
)−1
. (2.22)
Le coefficient ZT est souvent mis de l’avant dans les équations décrivant l’efficacité de conver-
sion des matériaux. En particulier, l’efficacité d’un générateur thermoélectrique peut être
dérivée des équations de transport en considérant un coefficient ZT scalaire pour obtenir [30]
η = ∆T
TH
√
1 + ZT − 1√
1 + ZT + TC
TH
. (2.23)
Cette équation fait ressortir la proportionnalité du coefficient ZT avec les performances
thermoélectriques. Pour cette raison, la relation qui associe ZT et Z
∗
T dans l’équation (2.22)
admet que l’efficacité de génération sera toujours optimale lorsque la densité de flux de charge
est limitée. En d’autres mots, η est meilleure lorsque la conduction de chaleur est faite par un
processus de dérive-diffusion, c’est-à-dire quand je = 0. Le dispositif thermoélectrique doit
donc être conçu pour avoir une grande résistance électrique pour minimiser le transport de
charges.
Pour atteindre l’efficacité typique d’une cellule photovoltaïque de 29.4% [31] dans des condi-
tions optimales d’opération (côté froid à température nulle), il faudrait être capable de conce-
voir un thermoélectrique ayant un coefficient ZT voisin de l’unité à température et pression
ambiante. Les recherches se poursuivent pour améliorer nos connaissances de l’ingénierie des
thermoélectriques et espérer ainsi pouvoir les mettre au même niveau d’efficacité que les
cellules solaires à des températures d’opération qui sont près de 300 K.
2.1.6 Capacité calorifique
La capacité calorifique des matériaux est définie comme étant l’énergie nécessaire à donner
à un volume, une masse, une quantité de matière pour élever sa température d’un degré.
Formellement, sous sa forme volumique la capacité calorifique est le produit de la capacité
thermique massique à pression constante cp (en J K−1 kg−1) et de la densité ρ (en kg m−3)
et est définie comme étant la densité volumique d’énergie interne u (en J m−3) nécessaire à
ajouter au système pour augmenter sa température de un degré Kelvin :
cpρ =
∂u
∂T
∣∣∣∣∣
p
. (2.24)
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On pourrait considérer a priori que cette variable n’est pas une constante thermoélectrique
puisqu’elle n’est pas présente dans l’ETT de l’équation (2.10), mais en plus de demeurer
centrale lorsque l’on considère des systèmes en régime transitoire, cette propriété relie étroi-
tement la température et l’énergie.
Les électrons et les phonons contribuent entre autres à la capacité calorifique. Bien que la
contribution des électrons soit dépendante de la catégorisation de la structure de bandes élec-
tronique du matériau - entre un isolant, un semi-conducteur ou un métal - la dépendance de
la contribution des phonons est beaucoup plus générale et sa compréhension en trois dimen-
sions peut facilement s’étendre à des systèmes de taille micro ou mésoscopique, puisqu’elle
repose uniquement sur l’arrangement des atomes dans la maille et sur les liaisons entre eux.
Notons également que d’autres sources peuvent influencer la capacité calorifique des maté-
riaux, par exemple une contribution magnétique ou la présence de magnons dans des ferro-
aimants [32,33] .
2.2 Équation du transport thermoélectrique
Tous les coefficients définis, on peut ré-exprimer l’ETT de l’équation (2.10) selon les diffé-
rentes propriétés physiques du système
 je
jq
 =
 σ σS
Πσ κ∗
 Eµ
−∇T
 , (2.25)
où Eµ est le champ électrochimique qui inclut les potentiels électrique et chimique. Sous
cette forme, cette équation régit tous les phénomènes de transport qui couplent le déplace-
ment de chaleur et le déplacement de charge et est pour cette raison la base sur laquelle se
fonde l’ingénierie des thermoélectriques. Notons également que si les tenseurs des coefficients
thermoélectriques sont scalaires, le déterminant du tenseur thermoélectrique peut s’exprimer
det
(
L
)
= σκ∗ − Πσ2S = σκ∗(1− Z∗T ). (2.26)
Dans ces conditions, cette figure de mérite est limitée par Z∗T < 1. Si cette limite n’existait
pas, pour Z∗T = 1 on aurait jq = ST je : l’équilibre entre tous les coefficients thermoélec-
triques permettrait le contrôle sur un flux de chaleur par un flux de charge sans coupler les
gradients qui sont développés. Au-delà de cette limite (Z∗T > 1), la diffusion de chaleur se
ferait du côté froid au côté chaud, ce qui serait impossible (voir section 2.3).
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2.3 Équation de la chaleur thermoélectrique
Plusieurs manuels académiques ne fournissent qu’une formulation partielle ou incomplète de
l’équation de chaleur ou émettent simplement l’hypothèse que seule la chaleur peut trans-
porter de l’énergie dans les systèmes, ce qui est une grossière approximation. On cherchera
d’abord à monter l’équation de la chaleur de la manière la plus générale possible ; nous pro-
céderons ensuite aux simplifications nécessaires pour linéariser le système afin de les utiliser
avec les méthodes adoptées dans ce projet.
D’abord, en dénotant u la densité volumique d’énergie interne, ju la densité de flux d’énergie
et s˙ le taux de génération de densité d’énergie, l’équation de continuité de la densité d’énergie
dans le système s’écrit
∂u
∂t
+∇ · ju = s˙+ je · E, (2.27)
où l’effet Joule a été découplé des autres sources de génération de chaleur. On admet en
première approximation que la densité de flux d’énergie interne est constituée du flux de
chaleur - comprenant l’énergie cinétique des électrons et l’énergie transportée par les phonons
- et du flux d’énergie potentielle :
ju = jq + je
µ
q
. (2.28)
À partir du tenseur de transport thermoélectrique de l’équation (2.25) présenté à la section
précédente, le flux d’énergie calorifique dans un matériau est donnée par
jq = Πje − κ∇T. (2.29)
Ensuite, la densité d’énergie absolue dans un matériau à température T se calcule
u(T ) =
∫ T
0
cp(x)ρ(x)dx (2.30)
et comprend intrinsèquement les contributions des phonons et des électrons. Ainsi,
∂u
∂t
= ∂u
∂T
∂T
∂t
= cp(T )ρ(T )
∂T
∂t
. (2.31)
En injectant (2.29) dans (2.28), en insérant ce résultat et l’expression (2.31) dans l’équation
(2.27), on dérive
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s˙ = cpρ
∂T
∂t
+∇ ·
(
Πje − κ∇T +
µ
q
je
)
− je · E
= cpρ
∂T
∂t
+∇
(
Πje
)
−∇ · (κ∇T ) + ∇µ
q
je − je · E
= cpρ
∂T
∂t
+∇
(
Πje
)
−∇ · (κ∇T )− je · σ−1je − je · S∇T,
(2.32)
On peut regrouper certains termes pour obtenir l’équation de la chaleur thermoélectrique
sous sa forme tensorielle
s˙ = cpρT˙︸ ︷︷ ︸
∆ d’énergie
−∇ · (κ∇T )︸ ︷︷ ︸
Diffusion
− je · σ−1je︸ ︷︷ ︸
Effet Joule
+∇
(
Πje
)
− je · S∇T︸ ︷︷ ︸
Effet Peltier/Thomson
(2.33)
Cette équation sous sa forme rigoureuse est celle qui régit tous les phénomènes de transport
thermoélectriques et comprend même des termes qui sont rarement observés dans les repré-
sentations présentées dans les manuels de physique du solide. Le premier et le second terme
contient l’essence de l’équation de la chaleur, alors que les autres termes représentent des
effets thermoélectriques.
Le premier terme quantifie la variation temporelle de la densité d’énergie locale dont le signe
définit si le processus est en train de chauffer et d’augmenter de température (signe positif)
ou de se refroidir et de diminuer de température (signe négatif).
Le deuxième correspond au terme de diffusion spatiale de chaleur dans le système, qui en
plus d’avoir sa représentation semblable à la loi de Fourier, comprend également une réponse
thermoélectrique très semblable à la conductivité thermique en régime de dérive-diffusion
électronique (2.17) ; ainsi la conduction de chaleur due à la diffusion ne peut être découplée
de la contribution par dérive et la conductivité thermique qui est effectivement observée dans
un thermoélectrique est κ.
Dans le cas où les éléments hors diagonaux des tenseurs sont non nuls, il apparaît des densités
de flux orthogonales aux gradients appliqué. Les termes hors diagonaux apparaissent dans des
conditions expérimentales extraordinaires, par exemple sous l’effet d’un champ magnétique,
et sont souvent d’amplitudes suffisamment faibles pour qu’ils soient négligeables par rap-
port aux composantes diagonales. Je considère la présence de ces termes d’effets anisotropes
très intéressants, puisqu’ils semblent être une voie ouverte supplémentaire vers la diffusion
de chaleur causée par l’effet Nernst et l’effet Ettingshausen, deux phénomènes magnéto-
thermoélectriques similaires à l’effet Hall qui mettent en jeu des gradients de potentiel et de
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température. Ces effets sont survolés à l’annexe C. Ajoutons que bien que la contribution
tensorielle des électrons aux tenseurs de conductivité électrique et thermique dans un champ
magnétique doivent être antisymétriques pour répondre au principe d’Onsager [34], il n’existe
aucune restriction connue sur la symétrie du tenseur de coefficient Seebeck [35].
L’équation (2.33) appliquée dans un cas scalaire isotrope en une dimension permet d’être
exprimée sous une forme plus commune dans la littérature. Dans ce contexte et dans le cas
où Π = ST , si ∇ · je = 0, l’expression se simplifie
s˙ = cpρT˙ −∇(κ∇T )− ρej2e + (∇S)Tje
= cpρT˙ −∇(κ∇T )− ρej2e +
(
∂S
∂T
T
)
︸ ︷︷ ︸
≡K
(∇T )je, (2.34)
où K est le coefficient Thomson. Dans cette représentation l’effet Peltier/Thomson identifié se
simplifie à un effet Thomson pur causé par un gradient de coefficient Seebeck dans le système.
Si on admet que les propriétés thermoélectriques sont spatialement constantes, l’expression
restante est
s˙ = cpρT˙ − κ∇2T − ρej2e , (2.35)
qui est la loi de Fourier traditionnelle avec une source de chaleur explicitement spécifiée sous
la forme d’un effet Joule ρej2e et de sources supplémentaires s˙.
2.3.1 Diffusivité thermique
Un peu comme la capacité calorifique, la diffusivité thermique d’un matériau n’est pas à
proprement parler une variable thermoélectrique, mais est d’une grande importance dans le
processus de diffusion de chaleur et ressort naturellement de l’équation de la chaleur thermo-
électrique. Elle s’exprime comme étant le ratio entre la conductivité thermique et la capacité
calorifique du matériau, soit
α = κ
cpρ
, (2.36)
dont les unités sont en mm2/s. En particulier, l’expression de la densité de flux de chaleur
peut être maniée pour faire ressortir explicitement la contribution de la diffusivité thermique
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à la conduction de chaleur :
jq = −κ∇T = −κ
∂T
∂u
∂u
∂r
= −κcpρ∇u = −α∇u. (2.37)
Cette équation montre bien le lien que la diffusivité thermique fait entre un flux de chaleur
et un gradient d’énergie. Elle ressort aussi naturellement de l’équation de la chaleur (2.35)
sans sources de chaleur lorsque l’on la remanie sous la forme d’une équation de continuité :
∂T
∂t
−∇(α · ∇T ) = 0. (2.38)
Parallèlement à la conductivité thermique, qui relie un gradient de température à un flux de
chaleur, la diffusivité thermique relie à ce même gradient un flux de température. La plupart
des systèmes de mesure transitoires repose sur l’apparition de cette constante dans l’équation
qui les décrit, ce qui explique pourquoi on mesure généralement la diffusivité thermique plutôt
que la conductivité thermique expérimentalement.
Tableau 2.1 – Lien entre les flux et le gradient de température
Flux Expression Unités
Chaleur jq = −κ∇T (J/s)/m2
Température jT = −α∇T (K/m)(m/s)(m3/m2)
En jouant avec les unités, on peut définir une vitesse caractéristique de diffusion de tempé-
rature dans un domaine défini :
α∇T = jT ≡ ∇TvTd
V
A
=⇒ vTd = α
A
V
. (2.39)
Bien que cette vitesse de diffusion ne reste qu’une figure de mérite, on peut quand même
relever certaines caractéristiques intéressantes qui permettent de qualifier le processus de dif-
fusion d’un système. Pour mieux illustrer ces caractéristiques, on supposera que l’on amène
une extrémité d’un système, qui est sous la forme d’un bloc de dimensions unitaires, à tem-
pérature constante chaude et l’autre à une température froide. Clairement, un bon diffuseur
transmettra plus efficacement l’énergie du côté chaud vers le côté froid qu’un mauvais dif-
fuseur, la vitesse de transfert entre les deux extrémités étant proportionnelle à la diffusivité
thermique, la constante de diffusion de ce processus. Aussi, à la manière de tout processus
de diffusion, cette température sera échangée plus rapidement si l’aire de contact avec l’en-
vironnement est important. Le volume nuit cependant aux performances de cette vitesse de
diffusion puisque tout l’espace situé loin de l’interface à beaucoup de chemin à traverser avant
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de transférer sa température à l’extérieur.
Il me semble important d’éclaircir la subtilité entre « conduction de chaleur » et « diffusion
de température » en comparant deux solutions a priori très différentes d’un point de vue
de diffusion de température : l’air et le fer. Le fer a une conductivité thermique beaucoup
plus élevée (80 W/K·m) que celle de l’air (0.024 W/K·m) : on dit alors que le fer est un bien
meilleur conducteur de chaleur que l’air. Par contre, la capacité calorifique du fer (3.61× 106
J/K·m3) est aussi beaucoup plus grande que celle de l’air (1.21×103 J/K·m3) puisque le métal
est beaucoup plus dense que le gaz. Cette différence de proportion apporte une diffusivité
thermique au fer de 22 mm2/s et à l’air de 20 mm2/s : ces deux substances sont très semblables
d’un point de vue de diffusion de température.
Mathématiquement, la différence entre un processus de conduction de chaleur ou de diffu-
sion de température ressort clairement lorsque l’on étudie l’équation de la chaleur avec des
conditions spécifiques. Si les frontières du domaine sont contrôlées par une distribution de
température et qu’aucune génération de chaleur n’a lieu à l’intérieur du domaine, seule la
diffusivité thermique est présente dans la définition de l’équation différentielle ; il s’agit alors
d’un processus de diffusion de température. Bien que physiquement ces frontières soient des
sources de chaleur, on peut imaginer qu’elles sont plutôt des « sources de température » :
elles transmettent de l’énergie au domaine sans en perdre elle-même. Par contre, si une source
de génération de chaleur est présente à quelque part dans le domaine ou sur sa frontière, la
capacité calorifique et la conductivité thermique se retrouvent découplées ; cette fois, c’est un
processus de diffusion de chaleur.
2.4 Propriétés thermoélectriques des métaux
On peut porter une attention particulière au comportement des différents coefficients ther-
moélectriques que l’on peut calculer dans un métal. En effet, les résultats obtenus sur les
métaux permettent de mieux comprendre qualitativement leur comportement et l’extension
aux semi-conducteurs sera plus facile à exécuter.
Un traitement rigoureux dans l’approximation de l’électron libre réalisé par expansion de
Sommerfeld permet de calculer la contribution électronique aux coefficients de transport
thermoélectrique [36] depuis les équations (2.8) et (2.9) :
σ ' ne2τ(F )
(
m∗
)−1
(2.40a)
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Figure 2.1 – Origine phénoménologique du coefficient Seebeck. L’échange local
d’électrons chauds et froids amène une différence de potentiel électrochimique qui
annule le flux de charge.
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S ' −pi
2
3
k2BT
e
(σ(F ))−1
dσ(ε)
dε
∣∣∣∣∣
ε=F
où σ(ε) = |e|
2
3 v(ε)Λ(ε)D(ε) (2.40c)
La première égalité est simplement l’expression de la conductivité de Drude et peut être
dérivée de manière phénoménologique à partir des équations de diffusion. La deuxième égalité
met en valeur la relation entre la conductivité électrique et la conductivité thermique des
électrons par la loi de Wiedemann-Franz. La signification du coefficient Seebeck dans la
troisième égalité est plus subtile ; on le décrira phénoménologiquement à l’aide de la figure 2.1
en une dimension en assumant, sans perdre de généralité, que σ′(ε) > 0 (les comportements
seront inversés si le signe l’est aussi ).
Deux unités de volume à différentes températures sont mises en contact : la distribution de
Fermi-Dirac en énergie est légèrement plus évasée du côté chaud que du côté froid et il y a
donc une portion des électrons du côté chaud qui a une plus grande énergie que les électrons
du côté froid. Ces électrons chauds sont localement plus volatiles que les froids puisqu’ils
possèdent une vitesse supérieure ; ils se délocaliseront donc plus rapidement. Ce deséquilibre
engendre une densité de flux de charge locale.
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Si le système est isolé électriquement de son environnement, le flux de charge devrait être
nul lorsque le système est en régime permanent. En réponse à la plus grande volatilité des
électrons du côté chaud, le potentiel électrochimique de la région froide sera élevé par rapport
à la région chaude : il y aura donc plus d’électrons de haute énergie du côté froid qui diffuse-
ront plus rapidement, ce qui annulera le flux de charges. Ainsi, la différence de température
entre ces deux régions provoquera une différence de potentiel électrochimique.
On doit également ajouter qu’à la conductivité thermique électronique ici présentée s’ajoute
la contribution des phonons, comme il a été présenté plus tôt, pour former la conductivité
thermique κ totale.
2.5 Propriétés thermoélectriques des semi-conducteurs
Les propriétés de transport dans les semi-conducteurs sont plus intrigantes, puisque les pro-
priétés de conduction sont dirigées par le transport des particules situés de chaque côté de la
bande interdite.
L’expression souvent donnée pour la conductivité électrique des semi-conducteurs est [27]
σ = |e|(nµn + pµp) ≡ σn + σp, (2.41)
c’est-à-dire que les électrons n transportent une charge avec une mobilité µn alors que les
trous p, avec une mobilité µp ; chaque ensemble de particules participe au transport de charge.
On peut également noter que même si les deux particules sont de charges opposées, leur
contribution est additive puisque les électrons sont poussés positivement par le gradient de
potentiel par leur charge négative, alors que les trous se déplacent à l’inverse de ce gradient,
par leur charge positive.
Le tenseur de mobilité électronique des électrons ou des trous peut être extrapolée de la
valeur scalaire proposée par Ibach [27] pour obtenir le cas plus général
µi = 〈τ(k)v(k) ◦ v(k)〉
[
m∗i 〈v(k) ◦ v(k)〉
]−1
. (2.42)
.
La conductivité thermique est particulièrement dominée par les phonons dans les semi-
conducteurs : puisque les électrons et les trous qui sont disponibles sont relativement peu
nombreux, ils contribuent significativement moins à la conduction de chaleur que les pho-
nons. On peut facilement s’en convaincre en appliquant la loi de Wiedemann-Franz, qui est
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moins valide expérimentalement pour les semi-conducteurs que pour les métaux, mais qui
fait quand même le lien entre l’énergie et la charge que transporte un électron. Par ce pa-
rallèle, à la pauvre conductivité électrique des semi-conducteurs est associée leur mauvaise
conductivité thermique électronique.
Contrairement aux métaux, le coefficient Seebeck des semi-conducteurs peut être très impor-
tant, jusqu’à près de -600 µV/K pour le InP et -1.40 mV/K pour le Si intrinsèques, alors
que les valeurs typiques des métaux sont de l’ordre du µV/K. Cette importante différence
d’ordre de grandeur est expliquée par la présence de deux états électroniques - électrons et
trous - qui ont une grande différence énergétique et dont les densités d’occupation sont très
sensibles à la température. Suivant un traitement relativement exhaustif des équations (2.8)
et (2.9) dans un régime non-dégénéré, on peut démontrer que si kBT  Eg,
S ≈ −kBσ−1
{
nµn
[
A+ ln Nc
n
]
− pµp
[
A+ ln Nv
p
]}
, (2.43)
où A est un paramètre caractéristique du type de collisions électroniques prédominant dans
le semi-conducteur, qui vaut 1, 2, 2.5 ou 4 pour des semi-conducteurs amorphes, des collisions
acoustiques, des collisions sur des impuretés neutres et sur des impuretés ionisées, respective-
ment [37]. Cette expression fait remarquer que si les densités de porteur de charge de chaque
côté de la bande sont égales et que ces porteurs possèdent la même mobilité électronique,
le coefficient Seebeck s’annule. Ce résultat suggère que cette propriété thermoélectrique est
fondée sur une asymétrie de porteurs de charge entre la bande de valence et de conduction,
à la manière de l’analyse phénoménologique réalisée sur un système métallique à la section
2.4. Également, le signe de ce coefficient est associé au signe de la charge du type de porteur
qui est majoritaire dans le système : négatif pour les électrons, positif pour les trous.
Il est important d’ajouter que les approximations qui sont généralement réalisées pour définir
les coefficients thermoélectriques des semi-conducteurs supposent que kBT  Eg. Même
pour le petit gap électronique de 0.31 eV du phosphore noir, cette différence d’énergie est
importante comparativement à l’énergie thermique, qui vaut environ 25 meV à température
pièce.
2.6 Dopage
Le dopage est par définition l’action d’implanter des impuretés ionisées dans le matériau
afin d’en changer les propriétés électroniques. En effet, lorsque des ions porteurs de charges
sont injectés dans un système semi-conducteur, ces atomes relâchent ou absorbent un ou des
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électrons dans le système, selon leur niveau d’ionisation. Cette altération amène ainsi une
variation de la densité électronique et incidemment une modification du potentiel chimique
du système. Chez un semi-conducteur, les propriétés thermoélectriques sont très sensibles à
la position du potentiel électrochimique dans la bande interdite, il est donc important de
comprendre l’effet que peut avoir la présence de dopants dans le semi-conducteur.
Par ailleurs, on qualifie généralement d’intrinsèque un semi-conducteur qui n’a subi aucun
dopage. L’ensemble des méthodes de fabrication qui sont utilisées aujourd’hui laissent des
traces d’impuretés ionisées dans le système qui peuvent avoir des conséquences incontrôlables
sur les propriétés thermoélectriques, même si les traces d’impuretés sont faibles. À titre
comparatif, un échantillon de densité atomique 1 × 1022 cm−3 pur à 99.9999% contiendra
quand même 1 × 1016 cm−3 impuretés ionisées, qui est une valeur déjà plus élevée que la
concentration intrinsèque typique des semi-conducteurs (généralement autour de 1015 cm−3).
On peut ainsi comprendre pourquoi on retrouve généralement une très grande variabilité des
propriétés thermoélectriques entre différents échantillons d’un même semi-conducteur. Dans
l’analyse des résultats qui suit, on pourra alors plus facilement comprendre la variation des
valeurs expérimentalement obtenues sur le phosphore noir par rapport aux résultats retrouvés
dans la littérature.
L’équation décrivant la densité d’électrons et de trous dans le système avec la densité de
dopants accepteurs N−a et donneurs N+d est sans doute
n+N−a = p+N+d (2.44)
et la relation qui permet d’associer la densité de chacun de ces porteurs au gap reste la loi
d’action de masse :
np = n2i . (2.45)
Avec l’équation (2.43), on peut démontrer qu’il existe deux niveaux de dopage n ou p qui
maximisent l’amplitude du coefficient Seebeck. Les densités d’électron de conduction requises
sont
n2 = n2i
µp
µn
(2A+ Eg2kBT − 1
)
±
√√√√(2A+ Eg2kBT − 1
)2
− 1
 ≡ n2i µpµn
[
x±
√
x2 − 1
]
,
(2.46)
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en ayant posé x = (2A+Eg/2kBT − 1). On peut dériver la concentration de trous requise à
l’aide de la loi d’action de masse (2.45). Pour approximer le maximum du coefficient Seebeck
que l’on peut atteindre, on calcule qu’avec cette valeur de densité d’électrons de conduction,
S = −kb|e|
[x±√x2 − 1]A− ln( n
Nc
)
[
x±√x2 − 1 + 1
]
− Eg
kbT
x±√x2 − 1 + 1 . (2.47)
À température pièce, la plupart des semi-conducteurs sont tels que x 1 donc x+√x2 + 1 ≈
2x pour un dopage n. Si on admet également que le terme dominant est le terme de Boltzmann
(2x ≈ Eg/kBT ), on a que
Snmax ≈ −
Eg
2|e|T . (2.48)
On peut démontrer que pour un dopage p, x 1, cette approximation est également valide
à un signe près :
Spmax ≈
Eg
2|e|T . (2.49)
De manière générale, on pourra dire que plus le coefficient Seebeck atteignable d’un semi-
conducteur à un dopage approprié est approximativement proportionnelle à la largeur de sa
bande interdite.
Avec ces définitions de propriétés thermoélectriques appliquées aux semi-conducteurs, on
peut démontrer que le maximum de coefficient ZT est obtenu pour un dopage qui amène la
densité de porteur majoritaire près de la densité d’état effective dans sa bande, c’est-à-dire
que pour un dopage n, le coefficient est maximal lorsque n ≈ Nc et pour un dopage p, lorsque
p ≈ Nv. Dans ces conditions, si l’approximation Eg  kBT est toujours valable, le meilleur
coefficient ZT que l’on peut souhaiter pour un dopage ∗ (p ou n) est approximativement
calculé par
ZT ∗max ≈
kBT
|e|
A2µ∗N∗
κ
, (2.50)
où N∗ représente le type de dopant injecté. Les défis d’ingénierie et de recherche sur les
thermoélectriques sont bien exprimées dans cette représentation approximée. On recherche
d’abord et avant tout des semi-conducteurs ayant des structures cristallines qui ne sont pas
propices au transport de chaleur. Puisque les dopages sont généralement faits dans des régimes
non dégénérés, la contribution des électrons à cette conductivité reste toujours négligeable.
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Aussi, si les tenseurs des propriétés thermoélectriques du semi-conducteurs sont anisotropes,
on peut prévoir que la direction cristallographique où le coefficient ZT sera maximal sera
celui où µ∗/κ est aussi optimisé. Encore une fois, ce rapport suggère que l’on recherche une
direction qui transporte le plus facilement les charges en déplaçant le moins d’énergie.
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CHAPITRE 3 MÉTHODES DE MESURE DE CONDUCTIVITÉ
THERMIQUE
La conductivité thermique est une propriété des matériaux qui est difficile à mesurer adéqua-
tement puisque la chaleur est une variable très difficile à bien contrôler expérimentalement.
Contrairement aux mesures effectuées sur le transport de charge, il est pratiquement im-
possible d’injecter un courant de chaleur dans un matériau pour mesurer la différence de
température entre deux extrémités ; encore moins de mesurer une densité de courant de cha-
leur en appliquant une différence de température entre deux extrémités. Pour déterminer la
conductivité thermique d’un matériau, il est nécessaire de passer par des méthodes indirectes,
qui sont plus délicates d’un point de vue expérimental. Cette section vise à réviser trois mé-
thodes couramment employées afin d’évaluer laquelle serait la plus efficace à mesurer cette
propriété du phosphore noir : la méthode Harman, la méthode Van der Pauw appliquée à la
conductivité thermique et la méthode 3ω.
3.1 Méthode Harman
La méthode Harman est une technique expérimentale qui repose sur les réponses en régime
stationnaire du système de mesure pour extraire l’ensemble des propriétés thermoélectriques
d’un échantillon. Pour utiliser cette méthode, un échantillon d’une longueur L et d’une section
A régulières et mesurables est posé sur un socle massif qui sert de bain thermique, comme
l’illustre le schéma 3.1. Un élément chauffant est déposé sur l’échantillon et on suppose que
les fils de contact sont très fins par rapport à l’échantillon et qu’une partie négligeable du
chauffage s’y échappe [38, 39].
Sur le bain thermique et sous l’élément chauffant sont placés des contacts électriques de
platine reliés vers le système de mesure avec des fils de ce même métal. Près de ces contacts
sont encastrés des thermomètres à résistance de platine (RTD ou Resistance temperature
detectors), qui permettent de mesurer la température de chaque côté de l’échantillon. Celui-
ci est appuyé entre le bain thermique et l’élément chauffant et une pâte d’argent est appliquée
dans les deux interstices pour assurer de bons contacts électriques et thermiques. Le montage
est ensuite mis sous une cloche qui est vidée de son air et une température est ajustée au
bain thermique. On laisse le système évoluer jusqu’à ce que la température soit constante
dans l’échantillon et l’élément chauffant.
La conductivité électrique σ de l’échantillon est évaluée en injectant un courant I dans
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Bain thermique
Échantillon
Élément chauffant
Figure 3.1 – Schéma du montage de la méthode Harman. Un élément chauffant isolé
thermiquement de l’environnement est placé sur l’échantillon qui lui repose sur un
bain thermique. Sur chaque extrémité siègent des contacts électriques vers des fils
de platine.
l’échantillon et en mesurant la différence de potentiel ∆V avant que l’élément chauffant soit
mis en fonction :
σ = IL
A∆V . (3.1)
L’élément chauffant est mis en fonction à génération constante s˙ pour former une différence de
température à l’équilibre ∆T de laquelle on évalue une conductivité thermique κ en mesurant
la température de chaque extrémité :
κ = s˙L
A∆T . (3.2)
On évalue le coefficient Seebeck en mesurant la différence de température et la différence de
potentiel aux bornes de l’échantillon avec l’élément chauffant en fonction :
S = ∆V∆T . (3.3)
De ces mesures on peut évaluer le coefficient ZT de l’échantillon.
Cette méthode a l’avantage de pouvoir évaluer toutes les propriétés thermoélectriques d’un
échantillon à l’aide d’un seul montage pour une même température, ce qui la rend très
intéressante. En contre-partie, elle demande une excellente connaissances des conditions ex-
périmentales et présente quand même certaines limites. Elle néglige d’abord l’évacuation de
33
chaleur de l’élément chauffant par ces contacts, qui n’est pas négligeable si l’échantillon étudié
n’est pas un bon conducteur thermique. Elle suppose également que la température du bain
thermique est constante, donc qu’il est un conducteur thermique parfait ou que sa capacité
calorifique est infinie, ce qui n’est vraisemblablement pas le cas. Cette méthode sera particu-
lièrement inutilisable lorsque l’échantillon mesuré est un meilleur conducteur thermique que
le bain.
Puisque l’élément chauffant doit être seulement en contact avec l’échantillon, cette méthode
n’est pas applicable pour évaluer les propriétés thermoélectriques du phosphore noir. Le
phosphore noir est un matériau petit et fragile et laisser y reposer un échantillon dans la
direction que l’on veut mesurer est pratiquement impossible à faire sans endommager les
échantillons.
3.2 Méthode Van der Pauw appliquée à la conductivité thermique
La méthode Van der Pauw est habituellement utilisée pour mesurer la conductivité électrique
des matériaux possédant de bonnes propriétés de conduction, mais qui peut être exportée
à la mesure de conductivité thermique [40]. Cette stratégie est généralement utilisée sur
un matériau de dimension rectangulaire dont préférablement l’anisotropie n’est pas trop
importante, bien que certains articles proposent que cette méthode puisse être étendue aux
matériaux anisotropes [41]. Parallèlement à la figure 3.2 qui présente le montage typique
de la méthode Van der Pauw appliquée à la conductivité thermique, la version électrique
du montage fait circuler un courant entre les bornes E1 et E2 et la différence de potentiel
entre E3 et E4 est mesurée. Pour ce qui est de la version thermique présentée par de Boor
et Schmidt [40], un chauffage est réalisé en un temps sur la borne H2 de l’échantillon avec
une puissance connue P21 et l’extrémité E1 est utilisée comme bain thermique. Lorsque le
système atteint l’équilibre, la différence de température ∆T43 entre E3 et E4 est mesurée.
En un second temps le chauffage P31 est généré à E4 et la différence de température ∆T42
est mesurée entre E2 et E4. On extrait alors la conductivité thermique pour un matériau
isotrope depuis l’équation de Van der Pauw
exp
(
−piκd∆T43
P21
)
+ exp
(
−piκd∆T42
P31
)
= 1, (3.4)
où d est l’épaisseur de l’échantillon. La conductivité thermique κ est ensuite évaluée numé-
riquement.
Deux termes sont utilisés dans cette somme puisqu’ils permettent de s’affranchir des di-
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Figure 3.2 – Montage typique de la méthode Van der Pauw appliquée à la conduc-
tivité thermique. Image titée de [40].
mensions expérimentales. Si le coefficient Seebeck du matériau est préalablement connu, on
peut utiliser des contacts électriques plutôt que des thermomètres aux extrémités qui doivent
mesurer la différence de température, ce qui améliore la qualité de la mesure.
Cette méthode est plutôt facile à utiliser, mais elle nécessite une attention particulière d’un
point de vue expérimental. Les supports de l’échantillon ne peuvent d’abord qu’être les
contacts E1, E2, E3 et E4, et la chaleur développée par les éléments doit se diffuser seulement
vers l’échantillon, ce qui est intrinsèquement difficile à réaliser puisqu’ils servent également
de support. En gardant en tête que le phosphore noir n’est pas un excellent conducteur ther-
mique, le risque que la diffusion de chaleur se fasse mal vers l’échantillon est trop important
pour que cette méthode soit assez fiable.
3.3 Méthode 3ω
La méthode 3ω est une technique de mesure de propriétés thermiques initialement développée
par Cahill et Pohl en 1987 [42] et par la suite détaillée exhaustivement par le premier auteur
en 1990 [43]. En plus d’être une technique innovante dans le domaine, le principe de cette
méthode se décline aisément vers d’autres utilisations que celle présentée par les deux auteurs.
Dans cette sous-section, nous examinons d’abord l’idée de base de cette méthode ainsi que les
approximations réalisées ; nous détaillons ensuite une méthode de résolution en une dimension
et nous en ferons une approximation ab initio pour bien comprendre l’effet de chacune des
propriétés sur le signal obtenu.
La méthode 3ω se base sur le principe selon lequel la résistivité électrique des matériaux varie
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linéairement en fonction de la température pour de faibles perturbations, sous la forme d’une
expansion de Taylor au premier ordre. Alors que celle des semi-conducteurs est généralement
sous une forme logarithmique dû à l’inversion de population amenée par la température [29],
cette variation linéaire est valide chez les métaux pour une grande plage de température
(généralement au-dessus de 70 K) sous la forme
R(T ) ≈ R(T0)︸ ︷︷ ︸
R0
+ dR
dT
∣∣∣∣∣
T=T0︸ ︷︷ ︸
≡R′(T0)
(T − T0), (3.5)
où R(T0) est la résistance à la température de référence et R′(T0) est le coefficient en tempé-
rature du matériau. On définit le coefficient en température comme αr = (1/R(T0))dR/dT .
Pour les semi-conducteurs, cette hypothèse de linéarité n’est valide que pour de faibles va-
riations de température.
L’injection d’un courant électrique dans le matériau cause une génération de chaleur par
effet Joule, qui augmente la température du matériau et à son tour modifie la résistance du
matériau. La méthode 3ω fait profiter ce lien causal en injectant un courant oscillatoire à ω
qui engendre une variation temporelle de la température à la deuxième harmonique (puisque
le chauffage généré est proportionnel à I2), qui à son tour cause une variation de résistance.
On s’attend alors à observer une différence de potentiel entre les sites d’injection du courant
qui varie en partie à la troisième harmonique. Sous une forme compacte :
V (t) = R(t)I(t) =
[
(R0 + dR) + dRe2iωt+φ
]
I0eiωt
= I0(R0 + dR)eiωt + I0(dR)e3iωt+φ.
(3.6)
Pour exploiter cette méthode, on recherche à injecter un courant à une certaine fréquence et
à mesurer le signal obtenu à sa troisième harmonique. En analysant l’amplitude et la phase
de ce signal, pour différentes fréquences d’excitation, on est capable d’extraire la capacité
calorifique et la diffusivité thermique du matériau, si les paramètres du système sont bien
connus, et à ainsi calculer la conductivité thermique de l’échantillon.
Dans ce projet, les matériaux étudiés peuvent être arrangés pour que le profil de température
généré ait une forme unidimensionnelle, de sorte qu’une résolution de l’équation de la chaleur
en une dimension est suffisante pour décrire le système. Dans ces dimensions restreintes, en
négligeant l’effet Peltier/Thomson de l’équation de la chaleur thermoélectrique (2.33) et en
admettant que les tenseurs de propriétés thermoélectriques sont tous diagonaux, l’équation
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différentielle qui décrit la diffusion de chaleur selon un axe du tenseur dans le système se
détaille
 cpρ
∂T
∂t
− κ∂
2T
∂x2
= R(I0 sin(ωt))
2
LA
T (0, t) = T (L, t) = T0
. (3.7)
Deux familles de solution ont été développées pour résoudre ce problème. La première se
base sur une expansion en série de Fourier dont on ne garde que le terme au premier ordre,
alors que la deuxième envoie l’équation différentielle dans le domaine Fourier, où elle y est
exactement résolue. Pour ces deux traitements, on supposera que seule la diffusion de chaleur
par les extrémités est permise, c’est-à-dire que l’on admet que les pertes par convection et
radiation sont négligeables. Quelques détails sur la résolution de l’équation (3.7) dans le cas
où ses pertes ne sont pas négligeables sont présentés à l’annexe B.
Pour une résolution en série de Fourier, la solution est donnée par Lu [44] pour un système
de section A tel que x ∈ [0, L] :
T (ω, x, t)− T0 ≈ 2L
2RI20
pi3κLA
1− sin(2ωt+ cot−1(2ωγ))√
1 + (2ωγ)2
 sin(pix
L
)
, (3.8)
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Figure 3.3 – Schéma du profil de variation de la température pendant une période
d’oscillation de la méthode 3ω. Le profil en température (ligne pleine) oscille entre
deux valeurs critiques (lignes en tirets).
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où γ = L2/pi2α représente le temps de diffusion caractéristique du système. Un schéma du
profil de ce résultat est présenté à la figure 3.3 : la température oscille entre deux distributions
qui la maximise et la minimise selon un période relative à la fréquence du courant de chauffage.
La variation de résistance dans le système est :
dR(t) = R
′(T0)
L
∫ L
0
(T (x, t)− T0)dx, (3.9)
et la différence de potentiel entre les deux extrémités du système s’exprime :
V (t) = I0(R + dR(t)). (3.10)
La troisième harmonique de la différence de potentiel entre les extrémités du système est
alors
V Lu3ω (t) = −
2I30LRR′
pi4κA
√
1 + (2ωγ)2
sin(3ωt− arctan(2ωγ))
= −2I
3
0LRR
′
pi4κA
[
sin(3ωt)− (2ωγ) cos(3ωt)
(2ωγ)2 + 1
]
.
(3.11)
En RMS, les composantes en phase et hors phase sont :

V RMSX = −
4I3RMSLRR′
pi4κA
1
(2ωγ)2 + 1
V RMSY = −
4I3RMSLRR′
pi4κA
2ωγ
(2ωγ)2 + 1 .
(3.12)
Ce résultat évoque une phase qui varie avec la fréquence ou de manière équivalente une
amplitude qui varie selon un terme en phase et un terme hors phase. Puisqu’il est difficile
d’extraire convenablement le signal en phase à 3ω - considérant qu’il est profondément enfoui
dans la différence de potentiel résultante du courant de chauffage à ω et que le lock-in a de
la difficulté à le filtrer - il est avantageux d’utiliser plutôt le signal hors phase pour effectuer
l’analyse.
La deuxième méthode de résolution de l’équation (3.7) se fait avec la transformée de Fourier
temporelle de l’équation différentielle, ce qui n’est pas une expansion au premier ordre en
série de Fourier comme la méthode précédente. La distribution moyenne T˜ de température
dans le système tel que x ∈ [−L/2, L/2] est [45]
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T˜ (ω, t)− T0 =
(
RI20
2cpρLAω0
){[
sinh(β)− sin(β)
β(cos(β) + cosh(β))
]
sin(2ω0t)
+
[
sinh(β) + sin(β)
β(cos(β) + cosh(β)) − 1
]
cos(2ω0t)
}
,
(3.13)
où β = L
√
ω/α. Par le même traitement que pour la méthode précédente, on trouve la
différence de potentiel en RMS,

V RMSX = −
(
RR′I30
cpρLAω0
)[
sinh(β)− sin(β)
β(cos(β) + cosh(β))
]
V RMSY =
(
RR′I30
cpρLAω0
)[
sinh(β) + sin(β)
β(cos(β) + cosh(β)) − 1
] . (3.14)
L’avantage de la première solution est qu’elle est plus facile à utiliser concrètement pour
comprendre le comportement du signal, alors que la deuxième a l’avantage d’être une solution
exacte. Ainsi, pour les descriptions qualitatives, on se basera sur la solution par la première
méthode, mais l’analyse de données sera réalisée par la solution exacte. La forme de chacun
des signaux en phase et hors phase dans le cas des deux méthodes de résolution est présentée
aux figures 3.4 et 3.5. Bien que les deux groupes de courbes aient des formes similaires, il
apparaît clairement que les résultats obtenus diffèrent sensiblement lorsque l’on considère
des fréquences plus élevées. En effet, comme résumé au tableau 3.1, la décroissance à haute
fréquence suit différents régimes lorsque l’on regarde la composante en phase ou hors phase,
ce qui explique le grand rapport entre les deux solutions en phase présentée à la figure 3.4.
Ainsi, si les mesures ne sont réalisées qu’à hautes valeurs de β et que l’analyse n’est faite
que sur la composante en phase du signal, la capacité calorifique du matériau risque d’être
surévaluée. Pour cette raison, il est avantageux d’utiliser la solution exacte à l’équation de
diffusion de chaleur pour mesurer les propriétés thermoélectriques des échantillons inspectés.
Tableau 3.1 – Ordre de décroissance du signal 3ω à haute fréquence pour les deux
méthodes de résolution
Série de Fourier Transformée de Fourier
V RMSX ω
−2 ω−3/2
V RMSY ω
−1 ω−1
On peut bien comprendre l’origine de la forme de ces courbes en décortiquant chacun des
intervalles de fréquence. À très basse fréquence β  1, la chaleur générée dans le domaine se
disperse beaucoup plus rapidement que la fréquence à laquelle le courant électrique oscille.
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Figure 3.4 – Formes de la différence de potentiel en phase obtenue selon l’expansion
en série et par transformée de Fourier. Les signaux sont présentés avec des constantes
unitaires.
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Figure 3.5 – Formes de la différence de potentiel hors phase obtenue selon l’expansion
en série et par transformée de Fourier. Les signaux sont présentés avec des constantes
unitaires.
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Cette dispersion relativement rapide suggère alors que toute l’énergie générée dans le système
est capable de s’évacuer par les extrémités et qu’il n’y a pas d’accumulation de chaleur dans
le domaine. Puisque la variation de la température interne se fait en phase quasi-parfaite
avec la fréquence du courant, cette partie est maximale. À la limite de fréquence nulle, la
quantité de chaleur présente dans le domaine à un temps t est indépendante de la quantité
retrouvée à un temps t−∆t.
Avec une augmentation de la fréquence de chauffage s’accompagne l’accumulation croissante
de chaleur dans le domaine pendant une période. À une certaine valeur critique, l’énergie
générée pendant une période d’oscillation se fait plus rapidement que ce que le système est
capable d’évacuer, ce qui engendre un déphasage du signal. Un exemple numérique de ce
déphasage et davantage de détails sur ce raisonnement sont présentés à l’annexe A. À toute
fréquence, l’énergie générée dans le système pendant une période 2pi/ω se calcule
P =
∫ 2pi/ω
0
RI20 sin2(ωt)dt =
pi
ω
, (3.15)
ce qui se traduit par une diminution du pouvoir de variation dans le système d’une manière
inversement proportionnelle à la fréquence.
Il y a une fréquence critique ωmax où le déphasage causé par l’accumulation de température
se balance par la diminution de la chaleur qui est générée pendant une période. La fréquence
à laquelle ce changement de régime survient peut être exploité pour s’affranchir de certaines
difficultés expérimentales (bruit, faible amplitude, ...). La mesure de la conductivité ther-
mique de certains matériaux est rendue difficile puisque la variation de sa résistance avec
la température est très faible, ce qui limite grandement l’amplitude du signal 3ω qui peut
être collecté. En sachant cependant que l’optimum absolu du signal hors phase est retrouvé
numériquement à
ωmax =
(2.2245
L
)2
α (3.16)
et puisque α = κ/cpρ, on peut aisément déterminer la conductivité thermique de l’échantillon
à partir d’un signal qu’il serait difficile à mesurer.
Cette méthode est limitée par certaine hypothèses qui sont cruciales à la bonne évaluation
des propriétés thermiques de l’échantillon. D’abord, la méthode assume que les perturbations
sont linéaires à la différence de température interne par rapport à la température de référence.
De manière générale, on assume qu’une différence inférieure à 1 K est suffisante pour avoir
un signal convenable et qu’une différence supérieure à ce seuil engendrerait probablement
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un comportement spectral non linéaire qui affecterait les mesures. Avec une connaissance
a priori de la conductivité thermique du matériau, on peut utiliser l’équation (3.11) pour
approximer un courant qui engendrerait une accumulation maximale de 1 K, qui serait
Imax0 =
√
(1 K)pi3κ
2LR . (3.17)
Si au contraire aucune information approximative sur la conductivité thermique du matériau
est disponible, on peut toujours estimer la différence de température interne du matériau
en injectant un courant AC à très haute fréquence. Dans ces conditions, la composante AC
du chauffage est négligeable par rapport à la composante DC et on peut supposer que la
génération d’énergie est constante. En connaissant le coefficient de température du matériau
et en estimant que la distribution de température dans le matériau est triangulaire (avec
comme température centrale T1), on peut mesurer la résistance du matériau à un certain
courant et approximer sa température en calculant que la résistance mesurée devrait être
mesurée
R(T ) = R0 +
dR
dT
2
L
∫ L/2
0
(
T1 − T0
L/2 x
)
dx = R0 +
dR
dT
(
T1 − T0
2
)
. (3.18)
Pour assurer une accumulation maximale de température de 1 K, on peut alors ajuster le
courant pour que la résistance mesurée R soit telle que
R = R0 +
1
2
dR
dT
. (3.19)
Cette méthode semble bien adaptée pour effectuer les mesures de conductivité thermique
du phosphore noir. En plus de donner des résultats précis, l’erreur sur la puissance dissipée
est bien moins importante puisqu’elle est faite directement avec le matériau plutôt qu’un
instrument connexe. D’ailleurs, plusieurs articles [42, 43, 44, 45, 46] proposent des termes
correctifs pour améliorer la précision de la mesure pour considérer, entre autres, des pertes
par radiation ou convection.
Certains détails supplémentaires sur le signal hors phase de la méthode 3ω sont présentés
à l’annexe D, particulièrement en ce qui a trait au ratio signal sur bruit dans l’hypothèse
du bruit 1/f et de certaines stratégies qui permettrait d’augmenter le signal mesuré par le
lock-in.
42
3.4 Justification de la méthode choisie
Après avoir comparé les trois méthodes de mesure de conductivité thermique de matériaux, il
apparaît que la méthode 3ω est la mieux adaptée pour caractériser le phosphore noir. Toutes
les options proposées reposent sur la dissipation de chaleur dans le système pour générer un
gradient de température, mais la précision sur cette puissance de la méthode 3ω est bien
meilleure que pour les deux autres, puisque l’échantillon lui-même est utilisé comme élément
chauffant, ce qui contraste avec les autres cas où la génération de chaleur est réalisée par
un élément externe. Il est dans ce cas beaucoup plus difficile d’évaluer quelle fraction de
l’énergie est effectivement diffusée à l’intérieur de l’échantillon analysé sans avoir à effectuer
de calibration, alors que la méthode choisie ne présente pas ce problème.
La méthode 3ω n’offre cependant pas l’opportunité de mesurer le coefficient Seebeck de
l’échantillon, contrairement à la méthode Harman. En effet, l’hypothèse de résolution sup-
pose que les deux extrémités de l’échantillon sont à températures constantes et égales, ce
qui empêche l’apparition d’une différence de potentiel. Une manière de s’affranchir de cet
inconvénient serait de modéliser l’échantillon pour le mettre sous une forme de jonction entre
le matériau étudié et un matériau de référence. En chauffant selon une certaine fréquence,
on génère un signal à 2ω en plus des différences de potentiel à 1ω et 3ω. Adapter un modèle
théorique à cette nouvelle configuration représente cependant un défi et il est tout de même
nécessaire de bien connaître les propriétés thermoélectriques du matériau de référence, ce qui
ajoute une imprécision supplémentaire sur les mesures.
Pour cet ensemble de raisons, la méthode utilisée pour mesurer la conductivité thermique du
phosphore noir sera la méthode 3ω.
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CHAPITRE 4 MÉTHODOLOGIE EXPÉRIMENTALE
Ce chapitre expose la méthodologie adoptée pour mesurer les propriétés thermoélectriques
d’un échantillon de phosphore noir. La première section détaille la méthode utilisée pour me-
surer la conductivité thermique, la seconde la conductivité électrique du phosphore noir et la
troisième présente la stratégie visée pour mesurer le coefficient Seebeck du même échantillon.
L’échantillon de phosphore noir caractérisé par cette méthodologie a été extrait d’un morceau
polycristallin provenant de Smart Elements. La pureté rapportée par le fournisseur est de
99.998%.
4.1 Conductivité thermique
Pour mesurer la conductivité thermique du phosphore noir, la méthode 3ω a été choisie. En
plus d’être une méthode précise, elle est bien applicable aux échantillons de phosphore noir
et elle permet de mesurer simultanément la capacité calorifique et la diffusivité thermique.
4.1.1 Montage physique
Un schéma explicite de chacune des parties du porte-échantillon est présenté à la figure 4.1.
La base du montage expérimental est une plaquette de plastique utilisée en électronique. Elle
a été choisie puisqu’elle est facile à monter et à démonter d’un connecteur ; un réceptacle
permanent pouvait donc être soudé dans un cryostat, le changement d’échantillon se faisait
rapidement et la réutilisation sur l’autre montage du même échantillon était possible. Sur
cette base deux plaquettes de cuivre sont collées, à une distance de 0.8 mm l’une de l’autre.
Sur chacune de ces plaques sont soudés deux fils pour effectuer le contact électrique avec le
système de mesure. L’échantillon de phosphore noir est ensuite déposé en suspension entre
les deux contacts de cuivre et un colloïde d’argent (Ted Pella, Inc.) est déposé sur les deux
extrémités de l’échantillon pour assurer à la fois de bons contacts électriques et thermiques
avec les supports de cuivre. Le colloïde d’argent est laissé sécher pendant 24 heures pour
assurer une évaporation complète du solvant.
Le courant de chauffage est injecté dans le système via Iin et est rejeté via Iout, de sorte que le
courant circule sur la moitié d’un contact, puis dans l’échantillon et finalement dans la moitié
opposée de l’autre contact. L’injection et le rejet se font selon des soudures qui sont séparées
spatialement par l’échantillon pour assurer une certaine uniformité de chauffage au sein de
l’échantillon ; un courant circulant par exemple de Iin à V + pourrait inciter la densité de
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Figure 4.1 – Schéma du porte échantillon du montage 3ω. L’échantillon de phosphore
noir est suspendu entre deux plaquettes de cuivre qui sont reliées électriquement au
système de mesure.
Vis
Indium
Cryostat
Figure 4.2 – Schéma du porte-échantillon sur la colonne du cryostat. Une disquette
d’indium est contrainte entre le porte-échantillon et la colonne du cryostat.
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flux de courant à être plus prononcée du côté gauche que du côté droit, engendrant ainsi une
non-uniformité de chauffage dans la section de l’échantillon, ce qui invaliderait l’hypothèse de
la diffusion en une dimension. On limite ainsi les incertitudes en adoptant ce courant croisé.
De manière similaire la différence de potentiel est mesurée en mode croisé pour maximiser
l’asymétrie du système.
SR830
Rl
Rx1ω
Cryostat
Σnω
RS7280CPU
Figure 4.3 – Schéma du montage 3ω. Un lock-in principal (SR830) excite la résis-
tance de référence Rl - dont la différence de potentiel est mesurée à l’aide d’un
deuxième lock-in RS7280 - et l’échantillon Rx, aux bornes duquel est mesurée la
différence de potentiel à 1ω et 3ω par le lock-in principal.
L’échantillon est monté sur le porte-échantillon qui est lui-même fixé au haut de la colonne
du cryostat. Une disquette d’indium de 0.4 mm d’épaisseur et de 30 mm de diamètre est
contrainte par une vis entre le porte-échantillon et la colonne du cryostat pour faciliter le
contact thermique entre les deux appareils. Cet arrangement est affiché au schéma 4.2. Le
cryostat est maintenu sous vide à une pression en-deçà de 6 × 10−6 mbar. Au sommet du
cryostat sont visés une RTD et un élément chauffant qui sont tous les deux utilisés par un
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contrôleur de température cryogénique Lakeshore 335.
Le schéma électrique du système d’acquisition est affiché à la figure 4.3. Le lock-in SR830
applique une tension à 1ω en série à une résistance de référence Rl de 1 Ω et à l’échantillon
Rx. La différence de potentiel aux bornes de la référence est mesurée par le deuxième lock-
in RS7280 et convertie en courant par la relation de proportionnalité ; celle aux bornes de
l’échantillon est mesurée par le SR830 et filtré par ce même lock-in pour extraire le signal
à 1ω et à 3ω. Le lock-in d’excitation est réglé à une pente de filtrage de -24 dB/oct et la
constante de temps est variée selon la fréquence d’excitation : au-delà de 10 Hz, 30 s secondes,
entre 3 et 10 Hz, 100 s, et en-deçà de 3 Hz, 300 s.
4.1.2 LabView
La routine LabView conçue spécifiquement pour ce projet a été développé dans l’optique
d’être assez versatile pour pouvoir réaliser de longues mesures sans intervention humaine ; le
système peut alors être laissé à lui seul pendant ces mesures, qui peuvent prendre jusqu’à
72h selon les paramètres.
On spécifie d’abord à la routine le nom des fichiers à enregistrer et l’adresse GPIB des instru-
ments et on lui demande de s’y connecter. La page affiche alors en temps réel la différence de
potentiel mesurée à 1ω entre V + et V −. En ayant une estimation préliminaire des propriétés
thermiques de l’échantillon, on peut ajuster le courant injecté pour assurer une élévation de
température suffisante pour obtenir un signal se démarquant du bruit à 3ω tout en évitant
que l’accumulation de chaleur n’affecte ni la précision de la mesure ni la constance supposée
des propriétés thermoélectriques. Le système d’acquisition fait alors toutes les transitions
automatiquement, mesurant d’abord à une température toutes les fréquences spécifiées, puis
changeant cette température pour une autre jusqu’à ce que l’ensemble des températures spé-
cifiées soit faite. Un schéma-bloc de la routine adoptée par LabView est présentée au schéma
4.4 et l’interface du Virtual Instrument, à la figure 4.5.
4.1.3 Traitement numérique
La routine LabView fait l’acquisition des mesures de différence de potentiel faites par les
lock-in et de la température par le contrôleur Lakeshore et les enregistre sous un format
ASCII. Ce fichier est alors importé dans Matlab et la courbe est ajustée à l’équation (3.14).
Si le coefficient de résistance en température est connu, les degrés de liberté de l’ajustement
sont la capacité calorifique, la diffusivité thermique et une composante DC pour comprendre
l’effet du bruit sur la mesure. Si ce coefficient n’est pas connu, on ajuste un facteur multipli-
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Spécification des noms de fichier,
des ports GPIB, des M fréquences à analyser
et des N températures à mesurer
Affichage de la différence de potentiel
à 1ω et du courant en temps réel
Ajustement manuel
du courant injecté
Changement de la température pour Tn
et attente de stabilisation
Mesure de la courbe I-V à 1ω
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Figure 4.4 – Diagramme-bloc de la routine de mesure 3ω.
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Figure 4.5 – Interface du VI Labview utilisé pour faire les mesures à 3ω.
catif R′/cpρ, la diffusivité thermique et une composante DC.
Si le signal est très faible, le lock-in risque d’avoir de la difficulté à filtrer le bruit en 1/f de
la différence de potentiel due à la variation de résistance. Dans ce cas, on ne recherche que
la fréquence à laquelle le maximum du spectre est atteint et on associe cette fréquence à la
diffusivité thermique selon l’équation (3.16).
4.2 Conductivité électrique
La méthode adoptée pour mesurer la conductivité électrique est conventionnelle, c’est-à-
dire que l’on injecte un courant dans le système et on mesure la différence de potentiel
développée entre les bornes de l’échantillon, sous la forme d’une mesure quatre pointes. Pour
le présent système de mesure, deux méthodes étaient envisageables pour extraire la courbe
I-V de l’échantillon : soit le voltage était appliqué par une source DC (une source de courant
Keithley 2400) ou par une source AC (un lock-in comme celui déjà utilisé dans le système 3ω).
La source DC a l’avantage de mesurer directement la résistance de l’échantillon, alors que la
source AC mesure l’impédance - et peut donc comprendre une certaine partie qui déphase
le signal. D’un point de vue pratique, la source AC est davantage appréciable puisqu’elle est
déjà utilisée dans la mesure à 3ω.
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Pour extraire la conductivité électrique de l’échantillon, on effectue en parallèle avec la mesure
à 3ω une mesure à 1ω à 20 Hz où le voltage appliqué par le lock-in est varié plutôt que la
fréquence. Ces données sont enregistrées sous format ASCII par LabView, importées dans
Matlab et une régression linéaire y est ajustée pour déterminer la résistance de l’échantillon.
Pour s’assurer que le choix d’une source AC était justifié, j’ai vérifié que la résistance mesurée
de l’échantillon ne variait pas de manière significative avec la fréquence. Effectivement, les
effets de déphasage - capacitifs ou inductifs - comportent tous les deux une dépendance pro-
portionnelle ou inversement proportionnelle avec la fréquence. Une bonne stabilité spectrale
à basse fréquence signifie donc que les effets de capacité parasite sont négligeables. Je juge
cependant qu’il faut rester prudent avec les mesures de résistance AC, puisqu’un mauvais
contact avec un échantillon peut facilement causer un déphasage indésirable et fausser les
mesures.
La conversion vers une conductivité électrique se fait finalement en pondérant la résistance
mesurée par les dimensions de l’échantillon, qui sont mesurées soit au Vernier soit au DEK-
TAK, selon la difficulté avec laquelle la mesure peut être faite manuellement.
4.3 Coefficient Seebeck
La méthode la plus simple pour mesurer le coefficient Seebeck a été choisie, puisqu’elle donne
facilement de bons résultats. Cette section détaille la stratégie et les efforts qui ont été fournis
pour l’exploiter.
4.3.1 Présentation de la méthode
Très simplement, lorsqu’un gradient de température est appliqué sur un matériau possé-
dant des propriétés thermoélectriques, un gradient de potentiel électrochimique se forme
également. On peut ainsi directement mesurer le coefficient Seebeck du matériau, qui est le
rapport entre le gradient électrochimique formé ∇V et le gradient thermique appliqué ∇T .
Il est cependant primordial dans ce contexte de tenir compte de la nature des contacts sur
l’échantillon, puisque ceux-ci peuvent également contribuer au gradient de potentiel électro-
chimique formé. De manière effective, si on considère que la région de haute température
se trouve à l’extrémité de l’échantillon à analyser et que l’instrument de mesure est bien
thermalisé, la différence de potentiel mesurée sera
∆V = Scontact(T+ − T−) + Ssample(T− − T+) = (Scontact − Ssample)∆T, (4.1)
50
où Scontact représente le coefficient Seebeck du contact et Ssample, celui de l’échantillon. Le
rapport entre les deux gradients est donc une mesure de coefficient Seebeck relative de l’échan-
tillon par rapport à celui du matériau constituant les contacts. Pour la plupart des matériaux
thermoélectriques, cette mesure relative n’est pas handicapante considérant que l’amplitude
de leur coefficient Seebeck est de manière générale beaucoup plus élevée (au-delà de 100
µV/K) que celui des contacts, qui sont généralement des métaux (de l’ordre du µV/K).
T−
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V −V +
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RTD
Figure 4.6 – Schéma du montage Seebeck. Un contact de cuivre est chauffée et les
gradients de température et de potentiel sont mesurés.
4.3.2 Montage expérimental
Le même porte-échantillon que celui utilisé par la méthode 3ω est exploité pour mesurer le
coefficient Seebeck de l’échantillon, mais comme l’illustre la figure 4.6 certains ajouts sont
faits. À chaque extrémité de l’échantillon sont placés deux RTD. Près de la RTD T+ une
pointe de fer à souder est déposée pour augmenter la température d’un côté de l’échantillon.
La résistance des RTDs et la différence de potentiel entre V + et V − sont alors mesurées par
LabView aussi rapidement que possible.
Il a été observé que si la proximité thermique entre les senseurs de température et l’échan-
tillon était élevée, il apparaissait dans la courbe ∆V − T une certaine hystérésie entre le
réchauffement et le refroidissement du système, qui est dû à un délais de transfert de chaleur
entre le contact de cuivre et la résistance. Il est donc aisé de vérifier la qualité de la lecture
de température en faisant une mesure test pour confirmer l’absence d’hystérésie. Aussi, si
les contacts thermiques ne sont pas optimaux, on observera pendant la phase de refroidis-
sement que la décroissance en température de chaque côté de l’échantillon ne se fera pas
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conjointement.
4.3.3 Traitement numérique
La routine LabView conçue pour cette mesure fait aussi rapidement que possible l’acquisition
des mesures sur tous les appareils, à savoir la différence de potentiel aux bornes de l’échantillon
et la résistance de chacune des RTD.
Les résistances des RTD sont alors converties en températures selon la courbe de calibration
offerte par le fabricant. On calcule alors la différence entre ces deux températures et on ajuste
une courbe linéaire à la différence de potentiel mesurée versus la différence de température.
Ce chapitre a présenté l’ensemble des stratégies adoptées pour mesurer chacune des propriétés
thermoélectriques du phosphore noir en détaillant les montages physiques qui ont été mis sur
pied et le protocole de chacune des étapes. Le chapitre suivant contient l’étape de validation
de la méthode 3ω sur un échantillon de nickel ainsi que les résultats des mesures des propriétés
thermoélectriques du phosphore noir.
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CHAPITRE 5 RÉSULTATS
Ce chapitre présente les résultats expérimentaux qui ont été obtenus sur le phosphore noir. La
première partie comprend les mesures qui ont été réalisées pour valider la méthode 3ω ainsi
que celles utilisées pour caractériser le phosphore noir. La seconde partie contient les résultats
des mesures de conductivité électrique et la troisième, ceux associés au coefficient Seebeck.
La dernière partie détaille le comportement des différentes propriétés thermoélectriques du
phosphore noir selon différents dopages n et p et discute de l’effet de la température sur le
coefficient ZT .
5.1 Conductivité thermique
Pour mesurer la conductivité thermique du phosphore noir, le bon fonctionnement du système
de mesure a été validé en analysant un fil de nickel, dont les résultats sont présentés à la
première sous-section. La suivante présente les résultats qui ont été récoltés sur le phosphore
noir
5.1.1 Validation du montage sur un fil de nickel
La méthode 3ω a été appliquée à un fil de nickel de 100 µm de diamètre provenant de Alfa
Aesar, classifié par une pureté de 99.994%. La longueur utilisée pour la validation était de
18 mm. Contrairement au phosphore noir, cet échantillon a un coefficient de température
important, ce qui permet de mesurer une forte différence de potentiel. Ce coefficient a été
indirectement rapporté par Ho comme vallant 5.56× 10−3 K−1 [47]. Cette distinction fait en
sorte que l’on peut utiliser l’équation (3.14) dans son entièreté pour extraire des mesures la
capacité calorifique, la diffusivité et la conductivité thermique du nickel.
L’échantillon a été monté sur un porte-échantillon similaire à celui présenté à la figure 4.3,
hormis que le fil de nickel était soudé sur les quatre pins du support et que la circulation du
courant se faisait entre les deux extrémités alors que la différence de potentiel était mesurée
entre les deux bornes intermédiaires.
Les résultats expérimentaux présentés à la figure 5.1 ont été ajustés à l’équation (3.14).
Contrairement à ce qui est attendu, les mesures semblent indiquer que la différence de poten-
tiel ne tend pas vers 0 lorsque la fréquence devient très grande. Nous croyons que cet artéfact
provient d’un bruit de filtrage. Puisque le signal est toujours récolté à 3ω, donc à 1.58 oc-
tave de la fréquence d’excitation et que le lock-in est configuré à une réserve dynamique de
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-24 dB/oct, le signal à 1ω environnant le mV, il reste un résidu de filtrage dont l’amplitude
est légèrement sous le µV. On peut cependant s’affranchir de ce résidu en additionnant à
l’équation une valeur indépendante de la fréquence.
Malgré la propreté du signal, nous avons quand même choisi d’ajuster la courbe uniquement
sur le signal hors phase, puisque intrinsèquement celui-ci devrait être moins bruité par le
signal à 1ω (voir annexe D). Les paramètres qui permettent d’ajuster l’équation théorique
aux résultats expérimentaux sont colligés au tableau 5.1. Les écarts constatés par rapport
aux valeurs retrouvées dans la littérature sont cohérentes, considérant la simplicité d’implé-
mentation de la méthode. Il est important de se rappeler que la solution analytique ne met
en jeu que la diffusivité thermique et la capacité calorifique du matériau ; la conductivité
thermique calculée découle de l’évaluation des deux autres valeurs.
On peut dénoter comme source d’erreur l’incertitude sur la longueur de l’échantillon, qui
engendre un erreur sur la diffusivité thermique et la capacité calorifique, ainsi que celle sur le
coefficient de température qui affecte également cpρ. Une meilleure calibration de la résistance
avec la température autour du point de référence aurait aussi pu améliorer la précision de ce
coefficient.
Tableau 5.1 – Résultats expérimentaux de l’analyse à 3ω sur le nickel.
Propriété Valeur exp. Littérature Écart Source
Capacité calorifique 4.27 J/(g · K) 3.95 J/(cm3 · K) 8.1 % [48]
Diffusivité thermique 21.71 mm2/s 22.96 mm2/s 5.4 % -
Conductivité thermique 92.8 W/(K· m) 94.1 W/(K· m) 1.4 % [49]
Nous avons profité des fonctionnalités du cryostat pour mesurer les propriétés thermiques et
électriques du nickel sur une plage étendue de température pour vérifier si le système pouvait
se rendre jusqu’au plus basses températures. L’ensemble des valeurs mesurées sont présen-
tées à l’ensemble de figures 5.2, dont les valeurs de conductivité thermique et de capacité
calorifique extraites de la littérature sont tirées de Ekin [50] et de conductivité électrique, du
CRC [48]. Les mesures expérimentales semblent bien reproduire les valeurs retrouvées dans
la littérature, bien que certaines disparités soient apparentes. Les conductivités rapportées
sont plus élevées que celles mesurées, mais ceci est probablement dû à la différence de pu-
reté entre l’échantillon et celle offerte par Ekin [50], qui provient d’un échantillon du Bureau
national des standards des États-Unis. Quant à la capacité calorifique, elle est légèrement
sous-estimée, mais cette erreur pourrait être attribuée à l’incertitude sur le coefficient en
température. Somme toute, la similarité entre les résultats obtenus expérimentalement et
ceux retrouvés dans la littérature est suffisante pour affirmer que le système de mesure peut
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Figure 5.1 – Spectre du signal de la méthode 3ω sur un fil de nickel.
évaluer la conductivité thermique, la capacité calorifique et la conductivité électrique d’un
échantillon qui peut être mis en forme à une dimension, si son coefficient de variation en
température est assez important.
5.1.2 Mesure sur un échantillon de phosphore noir
L’échantillon de phosphore noir a été monté dans la configuration détaillée à la section 4.1.1.
La longueur effective de l’échantillon de phosphore noir entre les contacts électriques était de
0.8 mm.
Suivant la mesure effectuée en 3ω pour le phosphore noir, la conductivité thermique a été
déterminée suivant la loi régissant le signal hors phase à la troisième harmonique de l’exci-
tation fondamentale. Les résultats bruts à 300 K sont présentés aux figures 5.3 et 5.4 pour
une amplitude RMS de courant de 5.1 mA.
Le spectre du signal en phase de la figure 5.3 comporte une importante composante d’environ
300 µV à haute fréquence qui ne devrait pas être présente, comme il a été discuté au chapitre
3. À ce courant d’excitation, la différence de potentiel mesurée à 1ω est de 248 mV, ce qui
s’associe à une efficacité de filtrage de -29 dB du lock-in. Puisque la variation de signal n’est
pas très importante par rapport à la composante indépendante de la fréquence, le signal en
phase n’est pas utilisé pour identifier la diffusivité thermique du matériau.
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Figure 5.2 – Propriétés thermiques et électriques expérimentales du nickel entre 50
K et 300 K et comparaison avec la littérature. (a) Conductivité thermique. (b)
Capacité calorifique. (c) Résistivité électrique.
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Figure 5.3 – Spectre du signal en phase de la méthode 3ω appliquée sur le phosphore
noir à 300 K.
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Figure 5.4 – Spectre du signal hors phase de la méthode 3ω appliquée sur le phos-
phore noir à 300 K.
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Tel que prévu, le spectre en fréquence hors phase de la figure 5.4 présente une valeur maximale
de différence de potentiel à laquelle peut être associée une diffusivité thermique. La fréquence
à laquelle le signal est le plus fort étant à (7 ± 0.5) Hz, on admet alors que la diffusivité
thermique de l’échantillon de phosphore noir est (5.7± 0.4) mm2/s, vis à vis de la valeur de
5.376 mm2/s qui serait attendue du rapport de la conductivité thermique et de la capacité
calorifique du tableau 1.1. En pondérant par la capacité calorifique de 1.86 J/(K·cm3) selon
la définition de la diffusivité thermique de l’équation (2.36), on calcule une conductivité
thermique de (10.6 ± 0.7) W/(K·m), qui est près de la valeur de 10 W/(K·m) obtenue par
Glen [16].
On observe un comportement étrange dans la solution de la différence de potentiel hors phase
de la méthode 3ω. En effet, l’équation V RMSY de (3.14) pour de grandes valeurs de β suit une
loi ∼ 1/ω2, ce qui ne semble pas être le cas avec les résultats présentés à la figure 5.4. Ceci
peut être attribué à un bruit que le lock-in se retrouve incapable d’éliminer à plus haute
fréquence. Cette tendance inattendue mériterait de plus profondes investigations. Par contre,
les fréquences où les résultats dérogent à la loi se trouvent loin du maximum du spectre ; on
peut alors avoir une certaine confiance en cette mesure.
5.2 Conductivité électrique
La conductivité électrique du phosphore noir est extraite des mesures faites dans le système
3ω à une fréquence de référence. La mesure est réalisée à basse fréquence afin d’assurer de ne
pas mesurer une impédance plutôt qu’une résistance. En déterminant la pente de la courbe
I-V de l’échantillon de phosphore noir, dont les résultats sont présentés à la figure 5.6, on
peut extraire la conductance électrique de l’échantillon de référence. En ajustant une droite
aux résultats, on détermine qu’il possède une conductance électrique de 20.59 mS.
La section de l’échantillon a été déduite d’une mesure fait par DEKTAK au-travers de sa lar-
geur au-dessus d’un des contacts. Le profil de mesure est présenté à la figure 5.5. On observait
au microscope que l’échantillon semblait avoir subi une délamination lors des manipulations,
ce qui a causé un glissement des couches les unes par rapport aux autres. Les résultats de
mesure de hauteur par DEKTAK corroborent cette observation en affichant une forme clai-
rement parallélépipédique du côté gauche. La forme irrégulière du côté droit pourrait être
causé par une mauvaise réponse de la pointe de mesure, qui n’est pas adaptée à des sauts
de hauteur importants. Dans ces conditions, on peut calculer dans l’hypothèse des couches
glissées les unes par rapport aux autres que la section de l’échantillon est de 0.21 mm2, alors
qu’en incluant la zone d’ombre la section est plutôt de 0.27 mm2. On admettra donc que la
section de l’échantillon est de (0.24 ± 0.03) mm2. La mesure quantifie directement la hauteur
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de l’échantillon à 0.41 mm, d’où on déduit une largeur de (0.58 ± 0.08) mm.
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Figure 5.5 – Profil DEKTAK selon la largeur de l’échantillon de phosphore noir. Le
parallélogramme rouge représente la forme qu’aurait l’échantillon si l’hypothèse du
glissement des couches est vérifié.
En pondérant la mesure de conductance électrique par la distance entre les contacts de 0.8
mm et la section de (0.24 ± 0.03) mm2, on admet que la conductivité électrique du phosphore
noir à 294 K est (69 ± 9) S/m, qui s’approche de la valeur rapportée de 67 S/m par Keyes
[15].
Puisque l’échantillon de phosphore noir était sur le porte-échantillon du cryostat, sa résistance
a pu être mesurée entre 250 K et 290 K. Les résultats de ces mesures convertis en conductivité
électrique par la pondération avec les dimensions de l’échantillon sont affichés à la figure
5.7 et confirme l’hypothèse selon laquelle le signal est très faible à la température pièce
parce que la résistance change très peu avec la température. C’est pour cette raison qu’il est
difficile d’extraire convenablement la conductivité thermique de ce semi-conducteur dans ces
conditions expérimentales. On pourrait néanmoins s’affranchir de cette difficulté en étudiant
un échantillon de taille réduite, comme discuté en annexe D.
5.3 Coefficient Seebeck
Comme expliqué à la section 4, une extrémité de l’échantillon a été chauffée et la température
de chaque côté de l’échantillon ainsi que la différence de potentiel entre ces deux bornes ont
été mesurées. Les données brutes sont présentées à la figure 5.8. La relation entre la différence
de température et la différence de potentiel est présentée à la figure 5.9.
On remarque particulièrement que la relation entre la différence de potentiel mesurée et le
gradient de température appliqué est très linéaire, ce qui suggère que le coefficient Seebeck
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Figure 5.6 – Courbe I-V du phosphore noir à 294 K.
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Figure 5.7 – Résistivité électrique de l’échantillon de phosphore noir à différentes
températures.
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du phosphore noir ne change pas de manière significative entre 293 K et 333 K (cette dernière
température étant la plus élevée atteinte par cette expérience). La faible hystérésie pourrait
être expliquée par une différence de qualité de contact thermique entre les RTDs et les
extrémités de l’échantillon de phosphore noir.
En y ajustant une droite, on détermine que le coefficient Seebeck de cet échantillon de phos-
phore noir vaut 250 µV/K. Cette valeur est sensiblement différent de la valeur de 335 µV/K
rapportée par Flores et al [14] pour un échantillon sans dopage à température ambiante. En
plus de ne pas considérer la contribution des contacts de cuivre à la différence de potentiel
(qui ont eux aussi un coefficient Seebeck, bien que faible par rapport au semi-conducteur),
on peut attribuer cet important écart à la présence d’impuretés soit dans notre échantillon,
soit dans le leur, qui affecterait le coefficient Seebeck du phosphore noir intrinsèque, tel que
discuté à la section 2.6.
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Figure 5.8 – Variation de la température et de la différence de potentie à chaque
extrémité de l’échantillon de phosphore noir.
5.4 Coefficient ZT
À partir de toutes les propriétés mesurées expérimentalement, on calcule le coefficient ZT
à 300 K à une valeur de 1.29 × 10−4, qui est sensiblement inférieur à la valeur calculée par
les valeurs colligées au tableau 1.1 de 3.367 × 10−4. Dans le cadre théorique qui est étudié
à la section 5.5, le coefficient ZT attendu du phosphore noir en régime intrinsèque est de
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Figure 5.9 – Relation entre la différence de potentiel et la différence de température
entre les bornes d’un échantillon de phosphore noir.
5.75 × 10−5. Cette importante différence relative pourrait être expliquée par la présence
d’impuretés dopantes dans le système, l’étroite bande interdite étant susceptible à même de
faibles dopages. La prochaine section donne un aperçu dans un cadre théorique du coefficient
ZT qui serait obtenu sur un échantillon de phosphore noir ayant un certain dopage n ou p.
5.5 Étude des propriétés thermoélectriques théoriques en fonction du dopage
Pour déterminer le coefficient ZT que l’on pourrait obtenir à température pièce en dopant
le phosphore noir polycristallin, la valeur des coefficients thermoélectriques pour différents
dopages n et p a été calculée.
Comme mentionné par Liu [26], ce sont les collisions avec le réseau qui dominent dans le
transport de charges, de sorte que la constante A retrouvée dans l’équation (2.43) du coef-
ficient Seebeck vaut 2. Grâce à cette information, aux différentes propriétés du phosphore
noir assemblées à la section 1.4 et aux différentes équations pour calculer les coefficients
thermoélectriques, on peut avoir une estimation théorique de leur valeur et donc prévoir quel
dopage permettrait d’avoir les performances thermoélectriques optimales. Les résultats de
ces calculs, basés sur les équations (2.43), (2.41), sont présentés aux figures 5.10.
On peut faire plusieurs constats concernant chacun des graphiques représentant les résultats
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Figure 5.10 – Calculs théoriques des propriétés thermoélectriques et coefficients ZT du phos-
phore noir pour différents dopages à température pièce. (a) Conductivité électrique. La
meilleure mobilité des trous par rapport à celle des électrons se reflète dans les courbes
de conductivité électrique. Le modèle présenté ici ne tient pas compte de l’effet de l’augmen-
tation du taux de collisions entre les électrons et les impuretés causée par le dopage. (b)
Coefficient Seebeck. Un dopage de 2 × 1016 cm−3 permet de maximiser le coefficient See-
beck du phosphore noir. (c) Conductivité thermique. L’effet du dopage sur la conductivité
thermique totale est négligeable par rapport à la contribution des phonons. (d) Coefficient
ZT . Un dopage à des densités similaires aux densités d’état sur la bande de valence et de
conduction maximise la figure de mérite thermoélectrique.
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numériques des coefficients, dont certains sont plus évidents que d’autres. D’abord, comme
attendu la conductivité électrique varie exponentiellement avec le dopage lorsque celui-ci est
amplement plus élevé que la concentration intrinsèque. De plus, la conductivité thermique est
clairement dominée par la contribution des phonons, mais plus le niveau de Fermi se rapproche
des bandes plus les électrons sont capables de transporter de la chaleur efficacement, bien
que leur contribution demeure assez faible. On remarque aussi que les coefficients Seebeck et
ZT ont tous les deux des niveaux de dopage qui les maximisent. En comparant les équations
(2.48) et (2.49) qui estiment le coefficient Seebeck maximal pour chacun des dopages, dont
les valeurs sont de ±520 µV/K, on peut affirmer qu’elles donnent de bonnes estimations
de ce qui pourrait être obtenu par un calcul plus rigoureux. L’équation (2.50) approxime
également le coefficient ZT qui peut être maximalement atteint avec un dopage approprié.
Appliqué au phosphore noir, un dopage n amène un coefficient maximal ZT nmax = 0.81×10−2
et un dopage p, ZT pmax = 1.47× 10−2. Notons cependant que le maximum de coefficient ZT
pour un dopage p se situe à la limite du régime non dégénéré, ce qui signifie que certaines
approximations divergent, notamment celles où on suppose que le quasi-niveau de Fermi est
situé loin des bandes. Le traitement numérique pour simuler ce régime devrait être davantage
rigoureux pour bien pouvoir prédire la densité de dopants qui optimise les performances
thermoélectriques.
De l’approximation (2.50) on peut estimer l’évolution du coefficient ZT avec la température
dans la limite des hautes températures pour un semi-conducteur dont la conductivité ther-
mique est dominé par les phonons. D’abord, les mesures de mobilité des porteurs de charge
dans le phosphore noir effectuées par Keyes [15] suggèrent que la mobilité électronique des
matériaux varie selon T−3/2. D’autres résultats supportent l’idée que la dépendance se fait
plutôt en T−1 [51]. La conductivité thermique des phonons évolue généralement selon 1/T x,
x étant entre 1 et 2 et qui est relié au type de collision que font principalement les phonons.
Les mesures de Glen [16] présentées à la figure 1.6, on déduit que cette dépendance pour le
phosphore noir s’exprime en T−0.83 entre 100 K et 300 K ; on supposera que cette dépendance
est conservée à plus haute température. Le niveau de dopant nécessaire à la maximisation de
la figure de mérite étant celui qui imite la densité d’état effective dans sa bande, le coefficient
maximal évolue en T 3/2. Au total, on s’attend donc à ce que la valeur de ZT évolue avec une
dépendance en T 1.83 : les performances thermoélectriques sont donc généralement améliorées
par l’augmentation de température. Pour vérifier l’ensemble de ces hypothèses, le coefficient
ZT optimisé par une dopage p et n a été étudié en fonction de la température. Pour vérifier
la prévision du comportement du coefficient ZT maximal pouvant être atteint avec la tem-
pérature, des simulations ont été réalisées entre 300 K et 460 K. Pour simuler la variation de
la mobilité électronique, les résultats expérimentaux de Keyes [15] ont été utilisés :
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 µn = 1.19× 10
6 T−3/2 cm2/Vs
µp = 1.86× 106 T−3/2 cm2/Vs
. (5.1)
Les résultats de ces optimisations numériques sont présentés à la figure 5.11. La dépendance
observée numériquement pour les deux dopages suit une loi près de T 1.7, qui s’écarte légère-
ment de la loi prévue de T 1.83. Cette différence peut être attribuée à l’effet de l’inversion de
population avec la température, qui a été négligée pour approximer la dépendance.
Le type de collision prédominant que font les électrons est aussi un facteur important sur
le coefficient ZT atteignable par un semi-conducteur dopé. En effet, le coefficient Seebeck
d’un semi-conducteur est meilleur lorsque les porteurs de charge font principalement des
collisions avec des impuretés ionisées. Le terme A dans l’expression du coefficient Seebeck
provient de la dépendance en puissance du temps de relaxation des porteurs de charge τ(ε) ∼
τ0ε
A. Lorsque la valeur de A est importante, la différence entre les temps de relaxation des
électrons et des trous est également importante et comme il a été discuté au chapitre 2, plus
le comportement des trous est différent du comportement des électrons, plus est important
le coefficient Seebeck.
Les mesures expérimentales ne s’accordent pas bien aux résultats numériques obtenus, mais
ce problème pourrait être causé par l’incertitude des propriétés électroniques utilisées pour
faire l’étude. Entre autres, la masse effective moyenne des électrons et des trous présentée au
tableau 1.1 n’est pas clairement définie. Tous les articles qui ont cherché à mesurer les masses
effectives des porteurs de charge dans le phosphore noir s’entendent pour dire qu’elles ont
un comportement anisotrope, mais les valeurs proposées divergent considérablement selon les
sources. Narita [52] rapporte une mesure par résonance cyclotron jusqu’à 7 T qui est corro-
borée par les résultats numériques de Qiao [23], alors que Takeyama [53] déduit des masses
effectives très différentes (jusqu’à 130%) des deux auteurs précédents également obtenues par
résonance cyclotron jusqu’à 40 T. Il en va de même pour la largeur de bande interdite du
phosphore noir, qui varie sensiblement selon les sources de la littérature et qui a un impact
important sur les facteurs de Boltzmann. Par des mesures de résistivité, les gaps mesurés par
différents groupes varient entre 0.31 et 0.35 eV [15, 54, 55]. Les résultats numériques de Qiao
[23] révèlent un gap de 0.31 eV ou de 0.36 eV, selon la fonctionnelle utilisée pour réaliser les
calculs (mBJ et HSE06, respectivement).
Pour terminer cette section, il faut ajouter que les meilleurs coefficients ZT ne sont pas tous
atteints en régime non dégénéré. Comme le prédit Lv pour le phosphore noir [17], certains
semi-conducteurs nécessitent un niveau de dopage qui amène le transport en régime dégénéré,
où les équations utilisées pour faire les calculs numériques ne tiennent plus. Par dessus la
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Figure 5.11 – Étude numérique de la variation du coefficient ZT optimisé par dopage
en fonction de la température. La dépendance dans les deux cas est approximative-
ment selon T 1.7.
nécessité d’utiliser des équations différentes, la mobilité des porteurs de charge est diminuée
lorsque de grandes densités de dopants sont dans le système puisqu’il est plus probable que
les électrons et les trous fassent des collisions avec ces inclusions qui perturbent la périodicité
du réseau. On pourrait améliorer le modèle en calculant la mobilité des porteurs de charge
qui considère les collisions avec des impuretés ionisées avec un traitement quantique et qui
reflète assez bien l’expérience [56].
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CHAPITRE 6 CONCLUSION
6.1 Synthèse des travaux
Ce mémoire présente toutes les étapes qui ont permis de réaliser un montage complet de
mesure des propriétés thermoélectriques du phosphore noir en plus de définir le coefficient
ZT d’un échantillon.
Le premier chapitre a servi d’introduction au domaine pratique de l’utilisation des thermo-
électriques comme générateur électrique ou comme éléments de réfrigération en abordant
leur principe de fonctionnement et en discutant de la place qu’a actuellement la thermo-
électricité dans le secteur de l’énergie. Un aperçu des propriétés particulières du phosphore
noir y a également été présenté pour mettre en contexte la spécificité du design envers ce
semi-conducteur.
Le second chapitre a présenté les fondements théoriques de la thermoélectricité en dérivant
l’expression intégrale de la contribution électronique aux tenseurs de propriétés thermoélec-
triques et en discutant de la provenance de chacun de ces coefficients. La signification du
coefficient ZT y a été abordé et la différence entre ce coefficient en régime de diffusion pure
ou de dérive-diffusion a été analysée. Dans ce chapitre, l’équation de la chaleur thermoélec-
trique a été dérivée sous sa forme tensorielle, qui régit tous les principes de diffusion de
chaleur en couplant flux de chaleur et flux de charges, à laquelle assiste une description de
chacun des termes. Le développement tensoriel de cette équation a également permis de faire
apparaître des termes d’effet Peltier/Thomson qui n’apparaissent habituellement pas dans les
équations de diffusion de chaleur thermoélectriques traditionnelles. Ce chapitre s’est ensuite
terminé par l’application des expressions intégrales des tenseurs Lij pour estimer chacun des
coefficients thermoélectriques pour les métaux et les semi-conducteurs.
Le chapitre suivant a brièvement résumé différentes méthodes de mesure de conductivité
thermique : la méthode Harman, la méthode Van der Pauw et la méthode 3ω. La justification
du choix de cette dernière par rapport aux autres y est également discutée.
Le quatrième chapitre a détaillé la méthodologie expérimentale abordée pour effectuer les
mesures des coefficients thermoélectriques du phosphore noir ; il a compris essentiellement
le principe de fonctionnement du système de mesure et de son protocole d’utilisation. La
première partie a présenté l’étape concernant la mesure de conductivité thermique en donnant
des détails sur le porte-échantillon qui a été designé pour faire les mesures et le système
de mesure sous cryostat. La seconde partie a abordé l’incorporation de la mesure de la
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conductivité électrique à la mesure à 3ω. La troisième partie a détaillé la méthode utilisée
pour mesurer le coefficient Seebeck et les altérations faites au porte-échantillon pour l’adapter
à cette mesure. Celle-ci ne pouvait être réalisée qu’à température ambiante, contrairement
à la méthode 3ω. Ces sections ont également comporté des détails sur la routine LabView
programmée pour effectuer ces mesures et sur l’analyse de données qui s’en est suivie pour
extraire les coefficients thermoélectriques.
La caractérisation d’un échantillon de phosphore noir présentée au cinquième chapitre a été
faite grâce aux deux montages, qui ont permis d’évaluer une conductivité thermique de 10.6
W/(K·m), un coefficient Seebeck de 250 µV/K et une conductivité électrique de 69 S/m,
pour amener un coefficient ZT de 1.29× 10−4. Pour corroborer les résultats expérimentaux,
un calcul numérique des valeurs que prendraient chacun des coefficients thermoélectriques
lorsqu’un dopage ionique serait fait dans le matériau y est également présenté. Cette analyse
a pu démontrer qu’un dopage optimal en régime non dégénéré permettrait d’atteindre un
coefficient ZT de 1.5 × 10−2. L’étude de la variation avec la température sur le coefficient
ZT maximal en dopage non dégénéré y a également été présentée et une dépendance en T 1.7
y est attendue.
À la lumière de la revue de la littérature et des résultats expérimentaux et numériques
que j’ai obtenus, la poursuite des études thermoélectriques sur le phosphore noir est selon
moi prometteuse. Son coefficient ZT est dans les valeurs élevées parmi les matériaux ce qui
en fait un bon candidat comme thermoélectrique. Peu de semi-conducteurs peuvent être
maniés comme le phosphore noir. Considérant son potentiel d’exfoliation en échantillons
multi-couches ou mono-couches et l’influence de l’exfoliation sur sa structure électronique, le
phosphore noir est un thermoélectrique disponible à être utilisé en nano-fabrication, ce que
très peu de matériaux sont capables de réaliser sans avoir des problèmes de mise en forme à
ces dimensions.
À mon avis le phosphore noir est aussi une porte ouverte vers la recherche sur les phénomènes
magnéto-thermoélectriques (MTE). En effet, la théorie prédit que l’importante anisotropie
des tenseurs des propriétés thermoélectriques amène une forte réponse MTE ; on pourrait
alors mieux se pencher expérimentalement sur ses effets. Une introduction à cette perspective
de recherche est incluse en annexe C.
6.2 Limitations de la solution proposée
Le système de mesure proposé, bien qu’assez complet pour complètement caractériser un
échantillon de phosphore noir ou n’importe quel échantillon de petite taille à température
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ambiante, comporte quand même certaines limitations desquelles il est difficile de s’affranchir.
D’abord, le design du système ainsi que son analyse ont été pensés pour un échantillon sous
une forme qui restreint la génération et la diffusion de chaleur en une dimension. Pour assurer
la fiabilité des propriétés mesurées, il est nécessaire que tous les contacts soient réalisés en
conséquence, c’est-à-dire que les extrémités de l’échantillon qui siègent sur le support doivent
être de taille suffisante par rapport à l’échantillon pour qu’il n’y ait pas de diffusion de chaleur
dans le plan de la section transversale de l’échantillon.
Si les facteurs compris dans l’expression (3.14) sont faibles, la différence de potentiel mesurée
en sera tout autant. On pourrait naïvement décider d’augmenter le courant de chauffage
pour accroître le signal puisque sa progression est au cube, mais on risque de surchauffer le
matériau en dehors du régime de perturbation linéaire de la température et de causer une
incertitude sur la température d’échantillonnage. Cette limite a été discutée dans le chapitre
4 et l’annexe B approche plus formellement les conséquences de ce chauffage excédentaire.
Le phosphore noir est un bon exemple de cas limite où la méthode 3ω peut être appliquée,
puisque son coefficient en température est peu élevé à température pièce. Bien que l’on ait de
la difficulté à évaluer la capacité calorifique de ce matériau, on peut tout de même extraire
sa diffusivité thermique et la traduire en conductivité thermique en faisant la pondération
avec sa capacité calorifique. Pour un bon fonctionnement, il faut alors que |dρe/dT |  0.
Le système de mesure et son protocole ne propose actuellement pas de méthode pour effectuer
des mesures sur un échantillon qui serait anisotrope. En effet, les échantillons de phosphore
noir qui ont été analysés ne présentent pas d’anisotropie particulière puisqu’ils sont formés de
la superposition de plusieurs couches d’orientations cristallographiques différentes. De plus,
le colloïde d’argent utilisé pour faire les contacts électriques ne permet pas de changer la
direction cristallographique pour caractériser les deux directions d’un échantillon anisotrope.
La section suivante avance certaines améliorations qui pourraient corriger ou outre-passer ces
limitations.
6.3 Améliorations futures
Bien que j’aie fourni les efforts nécessaires pour que le système de mesure soit complet et
fonctionnel, la modification de plusieurs aspects permettraient d’améliorer la rapidité d’exé-
cution, la précision des résultats et la diversité des échantillons à mesurer.
La première amélioration proposée a trait au temps de mesure requis pour exécuter la routine
3ω. Il a été exhaustivement discuté dans la méthodologie que le système de mesure à 3ω se
basait sur un lock-in à basse fréquence et il est donc nécessaire de laisser un moment de re-
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laxation au système pour que la mesure soit stable. Ce temps d’attente varie principalement
en fonction du ratio signal sur bruit (moins il est bon, plus le temps d’attente est important)
et de la fréquence, puisqu’il faut que le lock-in exécute un certain nombre de périodes d’os-
cillation pour que la mesure soit fiable. En ce moment, le temps d’attente nécessaire a été
réglé manuellement pour certains intervalles de fréquence. Pour les fréquences plus basses,
les temps d’attente deviennent importants et peuvent grandement ralentir le processus de
mesure, en particulier si une bonne résolution spectrale est nécessaire. Cet aspect pourrait
être amélioré en faisant un suivi en continu qui considère les mesures passées et qui évalue
si le système est stabilisé ou non, avec un temps d’échéance (time out). De cette manière, le
temps de mesure serait minimal mais suffisant pour que le résultat soit fiable.
La seconde amélioration qui mériterait d’être appliquée concerne le type de support uti-
lisé pour effectuer les mesures. Bien que l’ensemble du système de mesure ait été pensé et
conçu dans l’optique de l’utiliser pour caractériser du phosphore noir, la méthode peut être
directement appliquée sur d’autres échantillons qui se présenteraient sur diverses formes uni-
dimensionnelles, par exemple des fils ou des échantillons de formes plus particulières. Le
système pourrait être complété en concevant un support adapté à un échantillon simple ou
un dispositif plus sophistiqué sans diminuer la précision des résultats. Beaucoup d’articles
publiés par David Cahill [42, 43] et Chris Dames [45, 46] traitent de la méthode 3ω dans un
contexte de diffusion en deux ou trois dimensions et même pour des échantillons anisotropes,
lorsque ceux-ci ont d’importantes dimensions.
Actuellement les plaquettes de cuivre qui servent de support sont retenues à la base par une
colle forte. Puisque l’échantillon analysé est mis en contact électrique par un colloïde d’argent
très fragile, les supports doivent être parfaitement immobiles, sans quoi le moindre mouve-
ment réussit à briser le contact électrique. Une thermalisation plus rapide de l’échantillon
serait atteignable en utilisant une époxy conductrice. De plus, bien que le colloïde d’argent
assure un bon contact, il n’est pas du tout facile à manipuler. En effet, le phosphore noir était
facilement mouillé par le solvant du colloïde, ce qui occasionnait une trop grande quantité
sur un contact qui pouvait disperser sur les parois de l’échantillon et se rendre jusqu’à l’autre
contact, détruisant ainsi le schéma électrique nécessaire pour utiliser les méthodes de mesure
en plus de rendre inutilisable l’échantillon. La solution de colloïde d’argent utilisée pour faire
les contacts électriques pourraient aussi être remplacée par un autre type d’adhésif conduc-
teur du même fabricant (Ted Pella, Inc.) qui fonctionnerait à température cryogénique, par
exemple une pâte d’argent à haute performances ou un adhésif de nickel.
Comme il a été précédemment mentionné l’utilisation d’échantillons massifs ne permet pas
d’apprécier l’anisotropie du phosphore noir. Il y a à mon avis une solution qui permettrait de
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s’affranchir des deux problèmes : l’exfoliation. Au lieu d’étudier directement un échantillon
provenant du polycristal massif, on pourrait plutôt traiter ce morceau selon les différentes
méthodes d’exfoliation qui permettent d’obtenir des échantillons d’épaisseur nano- ou micro-
métriques [9,10]. Il serait alors possible de mesurer l’épaisseur de l’échantillon par DEKTAK
pour les échantillons micrométriques ou par AFM pour ceux nano-métriques, comme Han-
lon et al. le détaillent [10]. Les échantillons exfoliés seraient réellement multi-couches ; leur
anisotropie serait alors constatée expérimentalement, contrairement aux spécimen tirés di-
rectement du bloc polycristallin. On pourrait alors évaluer les directions cristallographiques
de l’échantillon par une mesure de diffraction par rayons-X.
Il serait aussi judicieux d’adapter le système de mesure du coefficient Seebeck pour qu’il
puisse être inséré dans le cryostat. Les mesures de cette propriété ont été réalisées à tempé-
rature ambiante et à l’air libre et la source de chaleur était un fer à souder. Avec un effort
supplémentaire on pourrait ajouter sur un contact de cuivre une résistance qui servirait d’élé-
ment chauffant. Avec deux fils électriques supplémentaires on pourrait injecter un courant
dans cette résistance et ainsi générer une différence de température entre les deux languettes.
6.4 Prochaines étapes
La suite logique de ce projet de maîtrise consisterait à caractériser des échantillons de phos-
phore noir dans des conditions expérimentales spécifiques pour mieux comprendre les méca-
nismes de transport et de collisions des porteurs de charge.
L’étude en température semble une voie facile à emprunter pour obtenir des résultats rapides,
puisque le montage a été réalisé pour permettre ce genre de mesure. Le porte-échantillon est
placé dans un cryostat, il ne suffit qu’à spécifier au programme LabView quelle température
le système souhaite atteindre entre 13 K et 300 K pour que la transition se fasse. Le défi de
cette mesure réside dans le coefficient en température du phosphore noir. En effet, puisque
ce matériau est un semi-conducteur, le coefficient en température est très bas en-deçà de la
température pièce (voir graphique 1.7). Pour pallier à cet inconvénient il faudrait modifier
le porte-échantillon pour qu’il puisse accueillir un échantillon de phosphore noir avec des
dimensions réduites. En effet, comme il est discuté à l’annexe D, l’amplitude du signal et
le rapport signal sur bruit sont tous les deux avantagés par la diminution de la section et
de la longueur du domaine de diffusion. La difficulté résiderait dans la mise en forme de ces
nouveaux échantillons.
Le dopage du phosphore noir semble aussi une porte toute désignée vers laquelle s’ouvre ce
projet de maîtrise. J’ai discuté à la section 5.5 que l’on peut augmenter significativement le
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coefficient ZT du phosphore noir avec un dopage suffisant et la section 5.5 a confirmé ces
hypothèses. Il me semble donc approprié d’inscrire comme prochaine étape l’étude en dopage
des différents coefficients thermoélectriques.
Une troisième voie consisterait à exfolier un spécimen massif pour obtenir des échantillons
multi-couches dont l’anisotropie serait évidente. Dans ces conditions, il serait alors envisa-
geable de mesurer les composantes des directions zig-zag et armchair du tenseur thermoélec-
trique du phosphore noir. Nous pourrions alors vérifier si le coefficient ZT optimal de 0.22
proposé par Lv sur une base théorique peut être expérimentalement atteint [17].
Une quatrième avenue qui pourrait être empruntée concerne la mesure des coefficients magnéto-
thermoélectriques. En effet, le cryostat utilisé pour effectuer les mesures de conductivité ther-
mique pourrait être plongé dans un champ magnétique ; on serait alors capable de mesurer
complètement le tenseur de coefficients thermoélectriques sous champ, d’autant plus que
l’importante anisotropie du phosphore noir le rend très intéressant comme matériau MTE.
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ANNEXE A DÉTAILS DU DÉPHASAGE DU SIGNAL
Cette annexe vise à détailler brièvement par l’exemple la source du déphasage du signal
récolté par la méthode 3ω pour bien comprendre le processus de diffusion qui se déroule dans
le système. L’explication se fonde principalement sur des résultats numériques puisque ce
sont ceux qui permettent le mieux d’imager la situation.
Pour illustrer le déphasage de la température, la montée et la descente d’un signal triangle
sont utilisés, c’est-à-dire
f(t) =

0 si x < 0
x/a si 0 ≤ x < a
1− (x− a)/a si a ≤ x < 2a
0 si x ≥ 2a
. (A.1)
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Figure A.1 – Forme du courant utilisé pour simuler le déphasage de la température.
Le paramètre a est posé à 1.
On observera le profil de température associé à trois valeurs de a aux temps a et 2a pour
observer le décalage qui se produit lorsque la pente de l’excitation devient importante, ou
parallèlement, lorsque la fréquence d’oscillation est grande. En posant toutes les constantes
thermoélectriques et la longueur de l’échantillon à 1, l’équation à résoudre est
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∂T
∂t
− ∂
2T
∂x2
= f(t) (A.2)
En procédant par solution en série de Fourier, on calcule que la distribution de température
dans le système s’exprime pour toute valeur non négative de m
T (x, t) =
∞∑
n=2m+1
2
[∫ t
0
en2pi2(ξ−t)f(ξ)dξ
] ( 1
npi
)
sin (npix)
=

0 si t < 0
∞∑
n=2m+1
2
[
n2pi2t+ e−n2pi2t − 1
an5pi5
]
sin (npix) si 0 ≤ t < a
∞∑
n=2m+1
2
[
e−n2pi2t − 2en2pi2(a−t) + (2an2pi2 − n2pi2t+ 1)
an5pi5
]
sin (npix) si a ≤ t < 2a
∞∑
n=2m+1
2
[
1− e−n2pi2a
n3pi3
e−n2pi2t
]
sin (npix) si 2a ≤ t
(A.3)
Les distributions de température sont affichées aux figures A.2 et A.3 pour trois valeurs du
paramètre a à des moments particuliers : à t = a où le signal triangulaire passe de croissant
à décroissant et à t = 2a où le signal termine sa décroissance et s’éteint. Le premier moment,
où le courant termine de croître, présente un comportement attendu : plus le courant a pris
du temps à se maximiser, plus la quantité totale de chaleur générée est grande. La chaleur
qui s’emmagasine est alors l’équilibre entre le taux de génération d’énergie par effet Joule
et la capacité du domaine à évacuer la chaleur qu’elle contient. Le second moment présente
cependant un comportement intéressant : puisque la pente de décroissance du courant était
élevée (pour a = 0.1), il reste beaucoup de chaleur dans le système à la fin du cycle par
rapport aux autres distributions de température pour des paramètres a plus élevés (et donc
une fréquence d’opération inférieure). On peut alors se persuader qu’effectivement, la période
a un impact sur l’amplitude de l’oscillation de la distribution de température.
Distinguer la présence d’un déphasage dans la distribution de température est assez ardu à
présenter par images fixes sans devenir redondant avec les explications fournies au chapitre
III de ce mémoire. Comme il y a été discuté, suivant le maximum de courant la chaleur déjà
présente continue son processus de diffusion, alors que la chaleur instantanément générée
entame le sien. On s’attend alors à ce qu’un retard se produise entre le moment où le courant
est maximal et celui où le maximum de température est atteint (qui se trouve au centre du
domaine, par symétrie et puisque la chaleur diffuse toujours du plus chaud au plus froid). On
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Figure A.2 – Profil de température dans le domaine au début de la décroissance
d’un signal triangulaire pour différentes valeurs de pente.
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Figure A.3 – Profil de température dans le domaine à la fin de la décroissance d’un
signal triangulaire pour différentes valeurs de pente.
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peut ainsi s’attarder au domaine a ≤ t < 2a de l’équation (A.3) et chercher le temps t où le
maximum est atteint. Il appert qu’au premier ordre (n = 1), ce maximum se retrouve en
t = ln(2e
pi2a − 1)
pi2
. (A.4)
En pondérant ce résultat par rapport à la période d’oscillation pour obtenir un moment re-
latif à a, on retrouve effectivement la présence d’une fréquence d’opération à laquelle l’écart
de temps entre les maxima de courant et de température est maximal. Un graphe de cette
équation est présenté à la figure A.4. Ce résultat amène à croire que pour de très rapides
oscillations de courant, le maximum de température se retrouve à la toute fin du cycle d’opé-
ration et donc que le signal est parfaitement hors phase. Ce résultat n’est cependant pas
observé expérimentalement puisque comme discuté plus tôt, la quantité de chaleur générée
pendant une période diminue de manière inversement proportionnelle à la fréquence jusqu’à
ce que le signal s’éteigne complètement - avant le déphasage complet.
Je tiens à faire remarquer qu’il semble qu’à de très faibles fréquences d’opération (a 1) la
différence de temps tend vers une constante, qui dans ce cas-ci vaut 1. Il s’agit d’un artefact
mathématique provenant de l’approximation au premier ordre de la série de Fourier.
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Figure A.4 – Variation de l’intervalle de temps relatif à la période d’oscillation du
courant triangulaire entre le moment de maximum du courant triangulaire et du
maximum de distribution de température pour différentes fréquences d’opération.
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Une autre approche pour comprendre ce phénomène peu intuitif consiste à faire le bilan
énergétique du système près du maximum. Le système continue à chauffer lorsque le courant
débute sa décroissance puisque l’apport énergétique qui est fourni par le courant est plus
élevé que la chaleur qu’il est capable de diffuser vers l’extérieur. Supposons que le domaine
de résistance de 1 Ω diffuse à ces extrémités un taux de 1 watt par joule contenu dans le
système. On supposera que le courant utilisé est une pente grimpante jusqu’à a qui diminue
abruptement vers une valeur b par la suite. Mathématiquement, le bilan énergétique se formule
∂u
∂t
= f(t)−
(
1W
J
)
u (A.5)
où
f(t) =

0 si x < 0
x/a si 0 ≤ x < a
b si a ≤ x
(A.6)
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Figure A.5 – Forme du courant utilisé pour simuler la puissance critique de décrois-
sance de la température.
Puisque l’on suppose que le décalage du temps de maximum de température est expliqué
par un taux de chauffage plus grand que ce que le système est capable d’évacuer même
après décroissance, il doit vraisemblablement exister une valeur de b telle que la dérivée de la
température à t = a est nulle, c’est-à-dire qu’il existe une valeur critique qui divise les deux
régimes de réchauffement ou de refroidissement après l’atteinte du maximum de courant. En
solutionnant l’équation différentielle, on obtient la chaleur comprise dans le domaine pour
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t ≥ a :
u(t) = −b(ea−t) +
[
a− 1 + e−a
a
]
ea−t + b (A.7)
dont la dérivée s’exprime, en t ≥ a,
∂u
∂t
= ea−t
(
b− a− 1 + e
−a
a
)
(A.8)
Cette dérivée est nulle en t = a lorsque
b = a− 1 + e
−a
a
. (A.9)
Un graphique de cette relation est présentée à la figure A.6. Cette solution montre clairement
que plus la pente de chauffage est à pic, plus la valeur du courant DC à injecter après la fin de
la croissance triangulaire doit être faible pour que la chaleur s’évacue convenablement. Pour
des plus hautes valeurs de b, le système continue à chauffer et on observe alors un retard entre
l’instant de courant maximal et celui de température maximale. C’est ce retard qui explique
le déphasage du signal à 3ω dans la méthode éponyme.
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Figure A.6 – Courant DC à injecter pour marquer une diminution de la température
par rapport à la pente du courant triangulaire.
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ANNEXE B SUPPLÉMENTS SUR LA MÉTHODE 3ω
Le but de cette annexe est d’exposer les premières étapes de la résolution de l’équation dif-
férentielle qui régit la méthode 3ω dans les systèmes de tenseurs diagonaux. La plupart des
articles scientifiques qui traitent de cette méthode en une dimension font plusieurs approxi-
mations qui ne sont pas nécessairement valables dans toutes les conditions expérimentales :
— La faible influence de l’effet Thomson sur le taux de génération ou d’absorption de
chaleur
— La variation de résistance avec la température n’influence pas significativement l’éner-
gie dissipée par effet Joule
La première approximation est justifiée puisque les coefficients Thomson des matériaux sont
généralement faibles, mais la seconde n’est pas nécessairement valable, particulièrement à
basse température. Afin de s’affranchir de cette deuxième hypothèse et de mieux comprendre
l’effet de cette approximation sur la distribution de température, l’équation différentielle sera
résolue dans l’espace de Fourier. Comme détaillé à l’équation (2.33), dans le cas diagonal on
a
cpρ
∂T
∂t
−∇ · (κ∇T )− RI0(t)
2
LA
+ T dS
dT
∇T · I0(t)
A
= g. (B.1)
Dans l’approximation de la solution linéaire, si l’indice 0 indique la valeur de la propriété à
la température de référence T0 et le symbole ′ est associé à l’abréviation
x′0 = x0
(
1 + 1
x0
dx
dT
∣∣∣∣∣
T=T0
(T − T0)
)
, (B.2)
l’équation différentielle peut être exprimée
∂T
∂t
− α∇2T − R0I0(t)
2
cpρLA
− I0(t)
2
cpρLA
dR
dT
(T − T0) + T0dS0
dT
∇T I0(t)
cpρA
= g
cpρ
. (B.3)
Avec les conditions frontières usuelles T (0, t) = T (L, t) = T0, on peut poser la solution sous
une série de Fourier
T (x, t)− T0 =
∞∑
n=1
cn(t) sin
(
npix
L
)
(B.4)
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et en posant

a = R0I
2
0
cpρLA
b = I
2
0
cpρLA
dR
dT
c = g
cpρ
I0(t) = I0 sin(ω0t)
, (B.5)
on a
∞∑
n=1
c
2(1− (−1)n)
npi
sin
(
npix
L
)
=
∞∑
n=1
[
dcn
dt
+ αcn(t)
n2pi2
L2
− a sin(ω0t))2 2(1− (−1)
n)
npi
− b sin(ω0t)2cn(t)
]
sin
(
npix
L
)
.
(B.6)
Sous cette représentation on peut isoler les facteurs qui multiplient les termes de Fourier
pour solutionner pour toute valeur de n. Dans l’espace de Fourier, avec c˜n(ω) = Fω[cn(t)]
l’annulation de ces termes s’exprime de la façon suivante :
iωc˜n + αc˜n
n2pi2
L2
− a2(1− (−1)
n)
npi
√
pi
2
[
δ(ω)− 12δ(ω − 2ω0)−
1
2δ(ω + 2ω0)
]
− b
[
δ(ω)− 12δ(ω − 2ω0)−
1
2δ(ω + 2ω0)
]
⊗ c˜n
− c2(1− (−1)
n)
npi
√
2piδ(ω) = 0.
(B.7)
Cette équation démontre une constatation mathématique très importante : le contenu en
fréquence de la solution à une équation différentielle dépend du contenu en fréquence du
terme source ou des conditions frontières. De cette observation on peut mieux comprendre
l’origine de l’oscillation en harmonique de la différence de température.
Si on admet que la variation de la résistance avec la température contribue de manière
négligeable au chauffage, le contenu fréquentiel de c˜n est non nul seulement si ω = 0 ou ω =
2ω0. Nécessairement, la différence de potentiel qui sera mesurée aux bornes de l’échantillon
ne pourra être faite qu’à la fréquence d’excitation et à la troisième harmonique.
Si par contre on admet que la variation de la résistance avec la température n’est pas négli-
geable dans sa contribution au chauffage, le problème est plus complexe puisqu’il couple la
solution avec le contenu fréquentiel du courant oscillant. Dans cet esprit, on peut supposer
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que le contenu fréquentiel de c˜n contient uniquement des harmoniques de la fréquence d’ex-
citation. Dans cette hypothèse, on peut poser une solution sous la forme d’une combinaison
linéaire
c˜n =
∞∑
m=−∞
anmδ(ω −mω0). (B.8)
On démontre en préliminaire à l’affichage de la nouvelle expression que
δ(ω − nω0)⊗ δ(ω −mω0) =
∫ ∞
−∞
δ(t− nω0)δ((ω − t)−mω0)dt
= δ(ω − (m+ n)ω0),
(B.9)
d’où
iω
∞∑
m=−∞
anmδ(ω −mω0) + α
∞∑
m=−∞
anmδ(ω −mω0)n
2pi2
L2
− a2(1− (−1)
n)
npi
√
pi
2
[
δ(ω)− 12δ(ω − 2ω0)−
1
2δ(ω + 2ω0)
]
− b
[ ∞∑
m=−∞
anmδ(ω −mω0)− 12
∞∑
m=−∞
anmδ(ω − (m+ 2)ω0)−
1
2
∞∑
m=−∞
anmδ(ω − (m− 2)ω0)
]
− c2(1− (−1)
n)
npi
√
2piδ(ω) = 0.
(B.10)
En retravaillant cette équation, on peut l’exprimer
∞∑
m=−∞
[
iωamn + α
n2pi2
L2
amn − a2(1− (−1)
n)
npi
Dm − b
(
anm − an(m+2) + an(m−2)2
)
−c2(1− (−1)
n)
npi
√
2piδm0
]
δ(ω −mω0),
(B.11)
où
Dm = δm0 − 12δm2 −
1
2δm(−2). (B.12)
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Cette expression est très intéressante puisqu’elle affiche clairement l’effet de la non-linéarité
du problème sur la réponse temporelle de la distribution de température. Lorsque la tempé-
rature augmente dû au chauffage, la résistance augmente également et le chauffage s’amplifie.
Mathématiquement, cette variation génère de plus hautes fréquences en couplant toutes les
harmoniques de la fréquence d’excitation. Ainsi un expérimentateur pourrait effectuer une
mesure à une harmonique plus élevée, par exemple à 5ω0, et évaluer si un signal est effective-
ment mesuré. Si tel est le cas, ce pourrait être un signe que l’augmentation de température
affecte de manière trop significative la résistivité du matériau ou bien que l’hypothèse de
linéarité n’est pas applicable, comme par exemple le fer près de sa température de Curie
[57].
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ANNEXE C EFFETS MAGNÉTO-THERMOÉLECTRIQUES
Il a été mentionné pendant la dérivation de l’équation de la chaleur thermoélectrique quelques
effets magnéto-thermoélectriques (MTE), qui couplent des champs magnétiques, des champs
électriques et des gradients de chaleur. Cette section aborde les fondements de la magnéto-
thermoélectricité en parlant brièvement de l’impact d’un champ magnétique sur le tenseur
thermoélectrique et présente certains phénomènes que l’on peut observer dans ces conditions :
la magnétorésistance, l’effet Hall et l’effet Nernst.
Essentiellement, les effets magnéto-thermoélectriques sont le résultat de la perte de la dia-
gonalité des tenseurs thermoélectriques par l’application d’un champ magnétique. En effet,
les électrons sont accélérés par la force de Lorentz dans un plan perpendiculaire au vecteur
du champ magnétique, ce qui génère l’apparition de termes non-nuls dans les composantes
hors-diagonales de ces tenseurs. Dans le cas de systèmes anisotropes causés par un champ
magnétique, le principe d’Onsager implique que [58]
σij(Bz) = σji(−Bz), κij(Bz) = κji(−Bz), Sij(Bz) = Sji(−Bz). (C.1)
Il est à noter que si le système est anisotrope, la deuxième relation de Thomson ne tient
pas, i.e. Π 6= ST . En effet, Anatychuk a démontré [59] que dans le cadre des processus ther-
modynamiques irréversibles, le coefficient Peltier est une inégalité par rapport au coefficient
Seebeck :
Π(B) ≥ S†(−B)T. (C.2)
Le seul cas où l’inégalité devient une égalité est lorsque le champ magnétique est retiré.
La littérature n’est cependant pas claire concernant l’importance de cette inégalité à faible
champ.
Notons également que les composants diagonaux ne peuvent pas avoir une réponse linéaire à
un champ magnétique pour respecter la symétrie du système : les réponses doivent être selon
des ordres pairs.
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Magnétorésistance et effet Hall
L’effet Hall est défini comme étant le phénomène qui relie le développement d’une différence
de potentiel perpendiculaire à un courant électrique lorsqu’un champ magnétique perpendi-
culaire aux deux autres est appliqué. En effet, si on source un courant dans la direction x
mais pas dans y, le tenseur de conductivité électrique devient linéairement hors diagonal. Si
un courant j = −nevd est injecté dans la direction xˆ, la dérive des électrons est affectée par
une force de Lorentz
F = q(E + vd ×B). (C.3)
Par une démarche similaire à celle de Cardona [60], en introduisant RH = −1/ne, on peut
démontrer que le tenseur de conductivité électrique est est
σeff =
1
1 + (RHB)2σxx(0)σyy(0)
 σxx(0) RHBσxx(0)σyy(0)
−RHBσxx(0)σyy(0) σyy(0)
 . (C.4)
Il ressort clairement de ces équations deux choses : un champ magnétique diminue l’amplitude
de tous les tenseur et les composantes hors-diagonales peuvent y répondre linéairement. De
plus, puisque la loi de Wiedemann-Franz fait la relation entre transport de charge et transport
de chaleur on peut dériver la contribution électronique au tenseur de conductivité thermique
d’une manière similaire.
Effet Nernst
L’effet Nernst est le phénomène où un champ électrique est développé perpendiculairement à
un gradient de température lorsqu’un champ magnétique est appliqué orthogonalement aux
deux. Ce gradient de température est donné par
EN = N [∇T ×B]. (C.5)
Le coefficient Nernst d’un matériau est donc défini [61]
Nxx =
Ex/Bz
dT/dy
. (C.6)
Dans ces conditions, le système d’équation est résolu avec jxe = jye = jyq = ∇yT = 0, dont la
solution implique que
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 Syx = NxxBzSxy = NyyBz (C.7)
et par le principe d’Onsager généralisé, NxxBz = −NyyBz. Cet effet est présenté plus distinc-
tement des autres puisqu’il est celui dont l’inscription dans le tenseur magnéto-thermoélectrique
se fait le plus simplement car il est plus intimement relié au coefficient Seebeck que les autres.
Effet Ettingshausen
L’effet Ettingshausen est le phénomène magnéto-thermoélectrique où un courant électrique
circulant dans un champ magnétique engendre un gradient de température perpendiculaire
aux deux. Le gradient de température est donné par
∇TE = P [Je ×B]. (C.8)
Le coefficient Ettingshausen est défini
Pxx =
∇xT
jyeBz
. (C.9)
Pour ∇xT = jye = jxq = jyq = 0, la solution au premier ordre de l’équation matricielle MTE
donne
Pyy =
SxyTσyy
κyyσyy
+ (Sxx − Syy)TRHB. (C.10)
Popovic [61] propose que les coefficients de Nernst et de Ettingshausen sont reliés par la
relation de Bridgman
P = NT/κ, (C.11)
alors que la solution dérivée propose plutôt que la relation de proportionnalité n’est pas
exactement conservée pour les matériaux ayant un coefficient Seebeck anisotrope.
Effet Righi-Leduc
L’effet Righi-Leduc est un troisième effet MTE qui relie l’apparition d’un gradient de tempé-
rature perpendiculaire à un autre gradient de température lorsqu’un champ magnétique est
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appliqué :
∇TRL = SRL[∇T ×B]. (C.12)
La solution au premier ordre de l’équation matricielle avec jxe = jye = Ey = 0 est
SyyRL = −
κyx − σyxΠxxSxx
κyy
. (C.13)
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ANNEXE D COMPORTEMENT SPECTRAL DU SIGNAL HORS PHASE
DE LA MÉTHODE 3ω
La forme et l’amplitude du signal hors phase obtenu par la méthode 3ω sur un échantillon
repose essentiellement sur sa dimension, sur sa diffusivité et sa conductivité thermique. Cette
courte section présente des pistes pour améliorer la réponse de matériaux qui génèrent de
faibles signaux à 3ω.
L’équation (3.12) est l’approximation au premier ordre de la solution exacte. Réduite pour
découpler les différents effets dimensionnels, la partie hors phase s’exprime par
V RMSY = −
4I3RMSLRR′
pi4κA
2ωγ
(2ωγ)2 + 1 = −
4I3RMSρeρ′e
pi4κ
(
L
A
)3 2ωγ
(2ωγ)2 + 1 . (D.1)
Il découle de cette équation que l’amplitude du signal est modulé par le cube du rapport
de la longueur sur la surface transverse : pour avoir un bon rapport signal sur bruit, la
longueur selon laquelle la différence de potentiel est mesurée doit être grande et la section
doit être minimale. Si le courant injecté dans le système est celui qui amène une accumulation
maximale de 1 K, l’amplitude maximale du signal hors phase se calcule alors par :
V RMSY = −
ρ′e
4
√
piκ
ρe
(
(1K)
A
)3/2
. (D.2)
En d’autres mots, la longueur de l’échantillon n’influence pas l’amplitude du signal à chauffage
égal, mais encore une fois elle est améliorée par une section plus petite. En contre partie,
le maximum d’amplitude diminue de manière quadratique avec la longueur selon l’équation
(3.16) et une partie du bruit d’un lock-in varie généralement en 1/f , en plus des autres
sources intrinsèques. Si on modélise ce bruit avec S(ω) = a/ω, le rapport signal sur bruit
(SNR) est calculé
SNR =
−4I3RMSρeρ′e
pi4κ
(
L
A
)3 2ωγ
(2ωγ)2+1
a/ω
= −I
3
RMSρeρ
′
eL
apicpρ
( 1
A
)3 (2ωγ)2
(2ωγ)2 + 1 (D.3)
L’ajustement d’une courbe sur les données expérimentales est beaucoup plus fiable si elle
est faite sur des fréquences près de celle associée au signal maximal. Si on recherche une
diffusivité thermique à l’aide de la fréquence de signal hors phase maximal, la présence de
bruit sur la mesure induira une incertitude sur la position de ce maximum sur le spectre. Le
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SNR près du signal maximum est :
SNRmax =
−2I3RMSρeρ′e
pi4κ
(
L
A
)3
a/ωmax
= −2I
3
RMSρeρ
′
e
api4cpρ
2.22452
A3
L. (D.4)
En appliquant encore le critère d’accumulation maximale de 1 K,
SNR1Kmax = −
(2.2245)2ρ′e
4acpρ
√
pi
ρe
(
(1K)κ
A
)3/2 1
L2
. (D.5)
Il devient évident qu’il est préférable, d’un point de vue de rapport signal sur bruit, que
l’échantillon analysé soit le plus court possible pour avoir une précision optimale sur la
mesure. Pour bien retirer le bruit en 1/f , le lock-in doit avoir une constante de temps plus
longue ; la mesure doit donc être faite sur une plus longue période de temps pour bien filtrer
le signal, ce qui peut ralentir considérablement le temps de mesure.
Le lock-in peut avoir de la difficulté à extraire le signal à 3ω du signal à 1ω ; on souhaitera
alors maximiser le rapport entre les deux. Pour l’amplitude à 3ω, ce rapport dans l’hypothèse
de l’augmentation de 1 K s’exprime
SNR3ω/1ω =
−2I3RMSρeρ′e
pi4κ
(
L
A
)3
IRMSρeL/A
= − ρ
′
e
2pi
(
(1K)
Aρe
)
. (D.6)
La seule variable libre pour optimiser ce rapport est la section. Ainsi, si le coefficient en
température est faible, il faudra minimiser la section de l’échantillon.
En conclusion, on peut généralement améliorer le ratio signal sur bruit en diminuant les
dimensions de l’échantillon à analyser.
